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@ Maneiras de provar a validade de argumentos

@ Principal problema

o Existe mais de uma maneira de provar que um argumento é
vélido?

@ Quais?
e Prova direta (procedimento apresentado na unidade 5)
o Prova condicional (para conclusdes condicionais)
e Prova por reducdo ao absurdo
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Definicao 6.1: considere que P1, P2, P3, ..., P, e Q sdo férmulas validas da

I6gica proposicional. Dizemos que uma deducio (ou prova) de Q a partir de
Py, P, P, ..., P, (consideradas aqui como premissas) é uma sequéncia finita
de proposi¢des Ci, G, . .., Cc se e somente se G = Q (a dltima proposigcdo

derivada é Q) e:

@ cada C; diferente de Cx = Q for uma premissa P;, 1 <j < nou

@ cada C; que n3o é uma premissa for derivada das férmulas anteriores pela
utilizagdo de uma regra de inferéncia ou

@ cada C; que n3o é uma premissa for obtida pela substituicdo de um
férmula anterior por outra logicamente equivalente.

Dizemos, entdo, que @ € dedutivel a partir de Py, P2, Ps, ..., P,, ou ainda que
Q® é um teorema e a sequéncia C1, G, G, ..., Cx é sua demonstracdo. Em
outras palavras, a proposicdo @ é um teorema se é uma consequéncia légica de
um conjunto de premissas, ou em outras palavras, Pi, P2, Ps,..., P, F Q é um
argumento vdlido.
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Exemplo 2: provar r V —s, dadas as premissas,
(1) sngq
() t—-q
(3) -t —r

Solugdo: Para demonstrar r V —s a partir do conjunto de premissas, temos que
mostrar a validade do argumento s A q,t — —q, -t — r - r V —s. Isso é feito através
da seguinte dedug3o:

-
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Exemplo 2: provar r V —s, dadas as premissas,

(1) sngq
(2) t——q
(3) -t —r

Solugdo: Para demonstrar r V —s a partir do conjunto de premissas, temos que
mostrar a validade do argumento s A q,t — —q, -t — r - r V —s. Isso é feito através
da seguinte dedug3o:

(1) sAgq premissa

2) t——q premissa

3) -t—or premissa

(4) q simplificacdo 1
(5) —(—qg) dupla negacio 4
(6) -t modus tollens 2,5
(7) r modus ponens 3,6
8) rv-s adi¢c3o 7
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Exemplo 4: provar a, dadas as premissas,

(1) —-a—c
(2) c— m
3) mVr
(4) -r

Solugdo: Para demonstrar a a partir do conjunto de premissas, basta mostrar a
validade do argumento —a — ¢,c — —-m, mV r,—r I~ a. Isso pode ser feito através da
seguinte dedug3o:

3
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Exemplo 4: provar a, dadas as premissas,

Solugdo: Para demonstrar a a partir do conjunto de premissas, basta mostrar a
validade do argumento —a — ¢,c — —-m, mV r,—r I~ a. Isso pode ser feito através da
seguinte dedug3o:

(1) -a—c premissa

(2) ¢—-m premissa

(3) mvr premissa

(4) —-r premissa

(5) m silogismo disjuntivo 3,4
(6) —(—m) dupla negacdo 5
(7 —c modus tollens 2,6
8) —(—a) modus tollens 1,6
(9) a dupla negagio 8
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Prova direta

Exemplo 5: prove a validade do argumento seguinte.
Gabriel estuda ou n3o estd cansado.

Se Gabriel estuda, ent3o dorme tarde.

Gabriel ndo dorme tarde ou esta cansado.

Portanto, Gabriel estd cansado se e somente se estuda.

g g ufktem
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Prova direta

Exemplo 5: prove a validade do argumento seguinte.
Gabriel estuda ou n3o estd cansado.

Se Gabriel estuda, ent3o dorme tarde.

Gabriel ndo dorme tarde ou esta cansado.

Portanto, Gabriel estd cansado se e somente se estuda.

Solugdo: Reescrevendo as sentencas na linguagem da Iégica proposicional, temos:

p: Gabriel estuda
q: Gabriel estd cansado
r: Gabriel dorme tarde

Assim, o problema consiste em provar p <> q a partir das premissas:

(1) pVv-gq
(2 p—r
(3) -rvg

-
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Prova direta

Exemplo 5: prove a validade do argumento seguinte.
Gabriel estuda ou n3o estd cansado.

Se Gabriel estuda, ent3o dorme tarde.

Gabriel ndo dorme tarde ou esta cansado.

Portanto, Gabriel estd cansado se e somente se estuda.

Solugdo: Reescrevendo as sentencas na linguagem da Iégica proposicional, temos:

p: Gabriel estuda
q: Gabriel estd cansado
r: Gabriel dorme tarde

Assim, o problema consiste em provar p <> q a partir das premissas:

(1) pVv-gq
(2 p—r
(3) -rvg

Para isso, basta mostrar que o argumento p V —q, p — r, = r V q - p <> q é vélido, conforme indica a dedugdo a

seguir.

(1) pV g premissa

) p—r premissa

(3) -rvgq premissa

(4) q—p equivaléncia légica 1
(5) r—gq equivaléncia légica 3
(6) p—q silogismo hipotético 2,5
(M (P> a)A(@—p) conjungio 4,6
(8) pq introducdo da equivaléncia 7

-
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Exemplo 6: provar r, dadas as premissas,
(1) pV(gnar)

(2 p—os
3) s—r
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Exemplo 6: provar r, dadas as premissas,

(1) pV(gar)
(2 p—os
3) s—r

Solugdo: Para demonstrar r a partir do conjunto de premissas, devemos verificar a
validade do argumento pV (q A r),p — s,5 — r b r. Neste caso, utilizamos algumas
identidades da dlgebra proposicional (ao invés da regra de casos).

(1) pV(gAr) premissa

(2) p—s premissa

(3) s—r premissa

(4) p—r silogismo hipotético 2,3
B) (pvg)A(pVr) distributiva 1
(6) pVr simplificacdo 5
(7) rvp comutativa 6
(8) =(=r)Vvp dupla negagdo 7
(9) -r—p equivaléncia légica 8
(10) -r—=r silogismo hipotético 4,9
(11) —(-r)Vvr equivaléncia légica 10
(12) rvr dupla negacdo 11
(13) r identidade 12 ‘Lg uffre

Alexandre Fundamentos de Légica Matematica



Inconsisténcia

@ Denomina-se conjunto inconsistente de proposi¢cdes todo conjunto de duas ou
mais proposicdes que ndo podem ser simultaneamente verdadeiras.

@ No caso de um argumento, ele é inconsistente se as suas premissas ndo podem
ser simultaneamente verdadeiras.

@ Ao construir a tabela-verdade dessas proposi¢des, ndo existe sequer uma linha
na qual as proposi¢des assumam valor légico V ao mesmo tempo.

Consideremos as proposicdes =(pV —q),pV —r,q — r

g 4 g
plalril-ag|-r|(PVoq) | ~(pV—q) | (pV-r)|qg—r
VIVIV]I] F]|F v F v v
VIV|FI| F|vVv v F v F
VIF|lVv|V|F v F v 1%
VIF|F| Vv |V v F v 1%
Flv|vl| F|F F % F v
FIVv|F| F|vVv F 1% 1% F
FIF|lVv| VvV |F v F F v
FIF|F| Vv |vVv v F v 1%
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Inconsisténcia

Outra maneira de demonstrar que um conjunto de proposicdes é
inconsistente é através das regras de inferéncia. Se a partir do conjunto
de proposicdes for possivel deduzir uma contradicdo qualquer, como por
exemplo, p A —p, elas sdo inconsistentes.

(1) ~(pVv-—q) premissa

(2 pV-r premissa

(3) q—r premissa

(4) —pA-(—q) De Morgan 1
(5) -pAg dupla negacio 4
(6) q simplificac3o 5
) r modus ponens 3,6
(8) —p simplificacdo 5
(9) —r silogismo disjuntivo 2,8
(10) rA-r conjunc¢do 7,9
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Inconsisténcia

Exemplo 8: demonstrar, via regras de inferéncia, que o conjunto de proposi¢cdes
abaixo é inconsistente.

—pV g, pAs,msVrr— (rAq) (1)
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Inconsisténcia

Exemplo 8: demonstrar, via regras de inferéncia, que o conjunto de proposi¢cdes
abaixo é inconsistente.

—pV g, pAs,msVrr— (rAq) (1)

Solugdo: Do conjunto dado podemos deduzir a contradicdo g A —q, conforme ilustra a
derivagdo a seguir. Portanto, o conjunto de proposi¢des € inconsistente.

(1) -pV g premissa

(2) pPAs premissa

3) -sVr premissa

4) r—(rng) premissa

(5) p simplificac3o 2
(6) s simplificagdo 2
(™) -q silogismo disjuntivo 1,5
(8) r silogismo disjuntivo 3,6
9) rnq modus ponens 4,8
(10) q simplificacdo 9
(11) gA—q conjuncgido 7,10
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Prova condicional

@ Suponha que se deseje provar p — g dadas as premissas
p1, P2, P3, - .., Pn. Como ja vimos anteriormente, esse
problema consiste em mostrar que é vélido o argumento
P1, P2, P35+, Pn - P — q.

@ Veremos agora que uma maneira de provar uma condicional
é colocar seu antecedente como hipodtese e inferir
logicamente seu consequente. Tal resultado é formalizado
pelo teorema da deducdo.

@ Para entender esse resultado, utilizaremos a definicdo de
consequéncia e equivaléncia ldgicas, de acordo com a
defini¢do encontrada em Daghlian (2009).
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Prova condicional

Partindo da tautologia (pr Ap2 Ap3s A...Aps) = (p— q) e aplicando a
equivaléncia da condicional, temos que:

(PLAP2APsA...Apn) = (P —q) = (Pt AP2AP3A...APs) V(P — q)

Eliminando a condicional interna através da mesma equivaléncia, temos:

(P AP2APIA - APR)V(P— q) = (Pt AP2APIA ... APs)V (ZpV Q)

Através da propriedade associativa da algebra proposicional segue que:

“(prAp2AP3A ... Ap)V(=pVq) = (=(pLAP2AP3A...APn)V—P)V q
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Prova condicional

Aplicando a Lei de De Morgan temos:

(~(pr AP APsA .. AP)VopP)Vag=—((PLAP2APsA...ApPa) AP)V q

Por fim, utilizando novamente a equivaléncia da condicional, chega-se a:

((prAP2APsA...APa)AP)—q

Isso demonstra que, se (pr Ap2 Ap3sA...Apy) = (p— q) for uma tautologia,
((pr Ap2ApsA...Apn)Ap)— q, também serd. Portanto, g é dedutivel das

premissas pi, P2, P3, - - - , Pn, P-

A esséncia da prova condicional é a seguinte: para provar uma conclusao que

tem a forma condicional, como, por exemplo p — g, a partir de um

conjunto de premissas, devemos introduzir o antecedente p como premissa
proviséria (ou hipétese), deduzir g utilizando p se necessario e, no final,
descartar p, significando que a hip6tese nao é mais necessariamente

verdade, construindo p — g. ‘L? ufgem
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O Teorema da Deducio

Teorema da deducao: sejam p e g duas férmulas bem-formadas

(proposi¢des vélidas) e p1, p2, p3, - .., pp um conjunto de premissas.
Ent3o, as proposicoes p1, p2, p3, .- -, Pn, p implicam logicamente ¢
se e somente se as proposi¢oes pi, P2, P3, - - -, Pn implicarem

logicamente p — g, ou seja:

P17P27P37---7PmP':q — P17P27P37'~7Pn):/3_>q

Alexandre Fundamentos de Légica Matematica



Prova condicional

Exemplo 9: provar p — r, dadas as premissas,

(1) p—gq
(2) q—r
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Prova condicional

Exemplo 9: provar p — r, dadas as premissas,

(1) p—gq

(2) g—or
Solugdo: Como a conclusdo a ser deduzida é da forma condicional,
devemos invocar o resultado do teorema da deducao e incluir o
antecedente p como hipdtese (premissa proviséria). Note que a
solucdo para esse exemplo consiste em mostrar a validade da regra
silogismo hipotético.

(1) p—gq premissa.

(2) g—r premissa

(3) p hipStese

(5) q modus ponens 1,3

(6) r modus ponens 2,5

(7) p — r eliminagdo da hipétese 3,6 1&2 oo
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Prova condicional

Exemplo 10: mostrar que o argumento (p A q) — r p — (q — r) é valido.

Solug3o: Esse exemplo mostra um caso em que temos uma Unica premissa e a
conclusdo a ser deduzida é uma condicional que tem como consequente outra
condicional. O antecedente da condicional mais externa, p, é assumido como hipdtese.
Porém, como o consequente dessa condicional é uma outra condicional, o antecedente
dessa condicional mais interna também pode ser assumido como uma nova hipétese,
fazendo com que tenhamos duas premissas provisérias, conforme indica a derivagdo a
seguir.

;’ ufktem
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Prova condicional

Exemplo 10: mostrar que o argumento (p A q) — r p — (q — r) é valido.

Solug3o: Esse exemplo mostra um caso em que temos uma Unica premissa e a
conclusdo a ser deduzida é uma condicional que tem como consequente outra
condicional. O antecedente da condicional mais externa, p, é assumido como hipdtese.
Porém, como o consequente dessa condicional é uma outra condicional, o antecedente
dessa condicional mais interna também pode ser assumido como uma nova hipétese,
fazendo com que tenhamos duas premissas provisérias, conforme indica a derivagdo a
seguir.

1) (pAg)—r premissa
(2) p hipétese
(3) q hipétese
(4) pPAqg conjunc¢io 2,3
(5) r modus ponens 1,4
(6) q—r eliminagcdo da hipétese 3,5
(7) p—(g—r) eliminacdo da hipdtese 2,6

3
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Prova condicional

Exemplo 12: provar a — b, dadas as premissas,
(1) (avi)—eg

(2) j—(-gA-h)
(3) jvb
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Prova condicional

Exemplo 12: provar a — b, dadas as premissas,
(1) (Vi) e
(2) j— (~gA—h)
®3) jvb

Solugdo: Outro caso em que devemos utilizar o resultado do teorema da dedug3o, pois
a conclus3o é da forma condicional.

(1) (avj)—g premissa

2) j—=(-gAn-h) premissa

3) jVvb premissa

(4) a hipétese

(5) avj adicio 4
(6) g modus ponens 1,5
7 j—-(gvh) De Morgan 2
(8) gVh adi¢do 6
9) —(—(g Vv h)) dupla negacdo 8
(10) - modus tollens 7,9
(11) b silogismo disjuntivo 3,10
(12) a—b eliminacdo da hipdtese 4,11
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Prova condicional

Exemplo 13: suponha que um corredor machucou seu tornozelo uma semana
antes de uma grande corrida e a sua intencdo seja persuadi-lo a parar de correr
por alguns dias, a fim de que seu tornozelo sare. Vocé pode alertd-lo fazendo a
seguinte afirmac3do condicional: se vocé continuar a correr, ndo estard apto a
disputar a corrida. A resposta do corredor eventualmente pode ser: Prove isso!
Para fazer isso, vocé pode elaborar seu argumento com base em trés
suposi¢oes:

a. seu tornozelo estd muito inchado;

b. se seu tornozelo estd muito inchado e vocé continuar a correr, entdo, seu
tornozelo n3o ird sarar em uma semana;

c. se seu tornozelo ndo sarar em uma semana, entdo, vocé ndo estard apto a
disputar a corrida.

Assim, vocé pode provar a afirmagdo se vocé continuar a correr, entdo vocé
ndo estara apto a disputar a corrida utilizando o resultado do teorema da
deduc¢do, adicionando como hipdtese o antecendente da conclus3o.

-
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Prova condicional

E fato que a correcdo do argumento depende da veracidade das suposi¢des
(premissas). Na vida real, a veracidade delas pode ser duvidosa. Entretanto, o ponto
importante aqui é que a correcdo do argumento nao depende da veracidade da
hipétese. Considerando as premissas (sentencas de a a c) e independentemente do
corredor continuar a correr ou n3o (hipdtese), deve ser verdade que se ele continuar
correndo, n3o estard apto a disputar a corrida. A hipdtese é adicionada somente para
mostrar que, dadas as suposi¢des, ela implica a conclusdo. Uma vez provado isso, a
hipétese é descartada e a expressdo condicional que representa a conclusio é
estabelecida somente com base nas premissas (suposi¢cdes). Escrevendo na linguagem
da légica proposicional, temos:

p: seu tornozelo estd muito inchado

q: vocé continua a correr

r: seu tornozelo ird sarar em uma semana
s: vocé estd apto a disputar a corrida

;’ ufktem
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Prova condicional

Isso permite formalizar o seguinte argumento:

p,(pAq) = —r,-r— sk qg— s (2)

Utilizando a prova condicional, podemos inferir logicamente a conclusao
desejada, provando a afirmagdo, o que demonstra a validade do

argumento.
(1) p premissa
2) (pAg)— —r premissa
3) -r — -s premissa
(4) q hipStese
(5) pAg conjuncao 1,4
(6) —r modus ponens 2,5
@) -s modus ponens 3,6
(8) q— s eliminacdo da hipétese 4,7
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Prova por redu¢do ao absurdo (ou prova indireta)

Suponha que se deseja provar g dadas as premissas pi, p2, p3, - - ., pn. Para isso,
basta mostrar que o argumento pi, p2,ps ..., pn - g é valido, isto é,

(pr Ap2ApsA...Apn) — g é uma tautologia. Considerando que o argumento
seja vélido (q é dedutivel das premissas) e utilizando as leis de idempoténcia,
dupla negacgdo e equivaléncia da condicional, temos:

q=qVqg=-(-q)Vg=-9—q (3)

Dessa forma, ent3o, a proposicdo a seguir também é uma tautologia:

(PLAP2APsA ... Apn) = (—q = q) (4)
Pelo teorema da deduc3o, temos que a inclusdo do antecedente da conclusao
—q como hipdtese permite deduzir g, ou seja, p1, p2,p3 .-, Pn, g F g também
é um argumento vilido, o que implica dizer que
(prAp2APsA...ApnA—q) — g também é uma tautologia.
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Resumo da prova por reducao ao absurdo

Portanto, se introduzirmos a negacdo da conclusdo —q no conjunto
de premissas, ainda conseguimos deduzir a conclusido g, gerando
assim uma contradicdo g A —~q. Em resumo, para aplicar a prova
por reducdo ao absurdo, devemos introduzir a negacao da
conclusdo como premissa proviséria e deduzir uma contradicdo. Ao
chegar na contradicdo, provamos a validade do argumento.

OBS: Podemos encontrar uma contradi¢cdo que n3o envolve a mesma proposicdo da
premissa proviséria. Em outras palavras, a contradi¢do procurada pode ou ndo
envolver a proposi¢do q. Pode ser qualquer contradi¢do!
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Prova por reducao ao absurdo

Exemplo 16: provar —p por reducdo ao absurdo, dadas as premissas,

(1) —qvr
(2) p—-r
3 g
Soluc¢3o:
(1) -qvr premissa
2) p—-r premissa
(3) q premissa
(4) p premissa provisdria
(5) -r modus ponens 2,4
(6) -q silogismo disjuntivo 1,5
(M) g~ (—9q) conjun¢io 3,6
(8) -p reducdo ao absurdo 4,7
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Prova por reducao ao absurdo

Exemplo 17: verifique, utilizando reducdo ao absurdo, a validade do
argumento p +> =gk =(p A q).

Solugdo: Ao inserir a negacdo da conclusdo como premissa provisdria

temos:
(1) p < —q premissa
(2) pPAq premissa provisdria
(3) p simplificacdo 2
(4) q simplificacdo 2
(5) (p— —g)A(—g — p) equivaléncia da bicondicional 1
(6) (p— —q) simplificacdo 5
(7) —q modus ponens 3,6
(8) gA—q conjungdo 4,7
(9) -(pAq) reducdo ao absurdo 2,8

g;’ ufktem
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Prova por reducao ao absurdo

Exemplo 18: verifique, utilizando redu¢do ao absurdo, a validade do argumento
-pVq,~q,7r—s,p—(s—t)-t—r.

Solugdo: Queremos provar por redu¢do ao absurdo uma conclusdo na forma
condicional. O primeiro passo consiste em aplicar o teorema da deducio para obter:

ﬁPVQ,‘!Q,‘\I’*}S,“p%(Sﬁﬁt),tkI’ (5)

Agora, introduzindo a negacdo da conclusdo como premissa proviséria, temos a
seguinte dedugdo (note que agora adicionamos duas novas premissas):

(1) -pVgq premisssa

(2) -q premissa

3) -r—s premissa

4) -p—(s—t) premissa

(5) t hipétese

(6) -r premissa provisoria

(7) -p silogismo disjuntivo 1,2
(8) s — —t modus ponens 4,7
9) s modus ponens 3,6
(10) -t modus ponens 8,9
(11) t At conjungdo 5,10
(12) r redugdo ao absurdo 6,11
(13) t—r eliminagdo da hipétese 5,12 ‘LZ ufczem
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