Unidade 8

Integrais definidas e aplicacoes

8.1 |A integral definida

Seja y = f(x) uma fungdo continua em um intervalo fechado [a, b].

Subdividamos o intervalo [a,b] através de m + 1  pontos
Ty L1y XLy 3 Ly_145 Ly, tais que

a=2)< T < T2 << xTp_1<T, =Db

O conjunto de pontos o = {x9g = a,x1,22,... sTp_1,T, = b} constitui uma
subdivisdo ou particdo do intervalo [a, b].

Tomemos ainda pontos ¢1, C2,C3y ... ,Cpr_1,C, €M [a, b], tais que

c € [m09m1] - [a, ml]a

c2 € [x1, 2],

¢ € [Ti_1, T,

Cn € [xn—lawn]'
Sejam

Aa:l =1 — X9
ACL’2 = X9 — I

Aa:i =T; — ;1

Aa"'n =Tp — Lp-1
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E formemos a soma
S = f(Cl)Awl + f(Cz)sz + -+ f(cn)Awn = E f(cz)sz
i=1

Esta é uma soma integral de f, no intervalo [a, b], correspondente a particdo g,
e a escolha de pontos intermediarios ¢1, ... ,C,.

Note que, quando f(x) > 0em [a, b], a soma integral de f, S = Z f(e)Ax,,

é a soma das dreas de n retangulos, sendo o 2-ésimo retangulo, para 1 < 1 < n, de
base Ax; e altura f(c;). Isto é ilustrado na figura 8.1.

A
y
y =f(x)
fc,)
L flc,)
fc,)
f(c1)
X
aTXy C X G X G X Xp4 Cn o Xy=b
k - o+ .
CAX, AX, AX, AX,
Figura 8.1.

Seja A o maior dos nimeros Axy, Axs, ..., Ax,. Escrevemos
A = max{Az;, Azx,,... , Az, } = max Az,

Tal A é também chamado de norma da particio .

A integral definida de f, de a até b (ou no intervalo [a, b]) é o ndmero real

~N = /b f(x)dx = E%S = lim Zf(cz)sz

max Axz; —0

Observacao 8.1 Se f(x) > 0 no intervalo [a, b], quando max Ax; — 0, o nimero
k, de sub-intervalos tende a co.

Os retangulos ilustrados na figura 8.1 tornam-se cada vez mais estreitos e nu-
merosos a medida em que max Ax; torna-se mais e mais proximo de 0.
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Neste caso, lim > " . f(c;)Ax; definird a drea compreendida entre a cur-
max Axz; —0 =
vay = f(x), o eixo x, e as retas verticais x = a, x = b.
Sumarizando,

Se f(x) > 0 em [a, b], entdo

b
/ f(x) dx = (drea sob o gréfico de f, de x = a até x = b)

Observacdo 8.2 Por outro lado, se f(x) < O para todo x € [a,b], teremos
j: f(x)dx = —A, sendo A a drea (positiva) da regido plana compreendida entre
o eixo x, o graficode f, eas retasx = a ex = b.

Figura 8.2. [*f = Ay — Ay + As — Ay,

Observacao 8.3 Se o grdfico de f, no intervalo [a, b], é como o grafico esbocado na
figura 8.2, entdo, sendo A;, A,, As e Ay as dreas (positivas) indicadas na figura,
teremos

b
/ fx)de = A1 — Ay + A3 — Ay

Assumiremos sem demonstracao as seguintes propriedades.

Proposicao 8.1 Se f e g sdo continuas em [a, b], entdo, sendo k uma constante e
a<c<hb,

L (f(@) + g(@) de = [} f(x) dx + [} g(@) da
. ]f k-f(x)de =k- ]: f(x) dx
S f(x) da + _]'cb f(z)dx = j: f(x) dx

. se f(x) < g(x), para todo = € [a,b], entio j; f(x)dx < ]:g(w) dx

~

N

W

N
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Observacao 8.4 Sendo f continua em [a,b], sdo adotadas as seguintes convencées
(definicées).

(i) _faa f(x)dx =0
(ii) [ f(z)dz = — [* f(z) da

Adotadas essas convengdes, a proposicao 8.1, acima enunciada, continua ver-
dadeira qualquer que seja a ordem dos limites de integracdo a, b e ¢, podendo ainda
dois deles (ou os trés) coincidirem.

8.2 |0 teorema fundamental do calculo

O teorema fundamental do célculo estabelece o modo pelo qual as integrais definidas
podem ser calculadas através de integrais indefinidas.

Teorema 8.1 (Teorema fundamental do calculo) Sendo f uma funcdo continua no
intervalo [a, b],

se / f(@)dz = F(z)+ C entio / f(z) dz = F(b) — F(a)

E costume denotar [F(z)])° = F(z)|° = F(b) — F(a).
Ou( s;ja, sendo [ f(z)dx = F(x) + C, temos [’ f(z)dz = F(z)|> = F(b) —
F(a).

Exemplo 8.1 Calcular a drea compreendida entre a curva y = senx e o eixo x, para
0< <.

Solugéo.
Comosenx >0 quando 0 <z <, 1ty y = sen x
temos que a drea procurada é dada pela
integral A = [ sen z d.
Temos [senxdx = —cosz + C.
2 unidades de area
0 T X
Logo, A = [, senx dx = [—cosz]f = (—cosm)—(—cos0) =1+1 =2

(unidades de area).
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Exemplo 8.2 Calcular [ /T + a2 de.

Fazendo u = 1 4 2, calculamos [ xv/1 + z2dx = %\/1 +x2 4+ C.

Pelo teorema fundamental do célculo,

.f_lla:\/l +x?dx = 31+ a:2|1_1 =2 ¥ =0
Exemplo 8.3 Calcular a drea delimitada pela circunferéncia de equacio 2 +y? = a?.

Para calcular a drea A desse circulo, basta calcular a drea sob o semi-circulo
y = v/a? — x2, acima do eixo x, entre os pontos * = —a e & = a, ou seja, calcular

A/2 :/ va? —x?dx

Em uma boa tabela de integrais indefinidas, encontramos:

T a? T
/\/az—m2dm25\/a2—m2—|—3arcsen——|—0
. a

Assim sendo,

A a
—:/ va?—x?2dx
2 J—a
, 2
:/\/az—mzda}: <§\/a2—m2—|—%arcsen£>
a

a

a? a2 )
= - arcsen 1— - arc sen(—1)

a? —7 _ a? 7r_7m,2
2 2 ) 2 2 2

E portanto a 4rea do circulo é A = mwa?.

a2
2

|y
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8.3 Problemas

Calcule as integrais definidas listadas abaixo.

1. jil 1112. Resposta. /2

\/5/2 dx
2. o i Resposta. 7 /4
3. :/3 tg = dx. ‘Resposta. ln2|
4. [F 4L |Resposta. lna:|

5. |5 sentdt. | Resposta. 1 — cos @ ‘

0

2
6. _f(;r/ sen x cos? x dz.

Resposta. 1/3

7. f4 2dr | Resposta. 3+/2/2

J1 2F =

86

8. Calcule a integral j(f va? —x?dx (0 <t < a), sem usar antiderivadas, inter-

pretando-a como &rea sob a curva (semi-circulo) y

eixo , no intervalo [0, ¢] (figura 8.3).

va? — x2, e acima do

Figura 8.3.

figura.

2
Resposta. %\/ a? —t2 + % arcsen 5

Sugestdo. Subdivida a drea a ser calculada em duas regides, como sugere a






