
Unidade 8

Integrais de¯nidas e aplica»c~oes

8.1 A integral de¯nida

Seja y = f(x) uma fun»c~ao cont¶³nua em um intervalo fechado [a; b].

Subdividamos o intervalo [a; b] atrav¶es de n + 1 pontos
x0; x1; x2; : : : ; xn¡1; xn, tais que

a = x0 < x1 < x2 < ¢ ¢ ¢ < xn¡1 < xn = b

O conjunto de pontos } = fx0 = a; x1; x2; : : : ; xn¡1; xn = bg constitui uma
subdivis~ao ou parti»c~ao do intervalo [a; b].

Tomemos ainda pontos c1; c2; c3; : : : ; cn¡1; cn em [a; b], tais que

c1 2 [x0; x1] = [a; x1];

c2 2 [x1; x2];
...

ci 2 [xi¡1; xi];
...

cn 2 [xn¡1; xn]:
Sejam

¢x1 = x1 ¡ x0

¢x2 = x2 ¡ x1
...

¢xi = xi ¡ xi¡1
...

¢xn = xn ¡ xn¡1
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E formemos a soma

S = f(c1)¢x1 + f(c2)¢x2 + ¢ ¢ ¢+ f(cn)¢xn =
nP
i=1

f(ci)¢xi.

Esta ¶e uma soma integral de f , no intervalo [a; b], correspondente µa parti»c~ao },
e µa escolha de pontos intermedi¶arios c1; : : : ; cn.

Note que, quando f(x) > 0 em [a; b], a soma integral de f , S =
nP
i=1

f(ci)¢xi,

¶e a soma das ¶areas de n retângulos, sendo o i-¶esimo retângulo, para 1 · i · n, de
base ¢xi e altura f(ci). Isto ¶e ilustrado na ¯gura 8.1.
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Figura 8.1.

Seja ¢ o maior dos n¶umeros ¢x1, ¢x2, : : : , ¢xn. Escrevemos

¢ = maxf¢x1;¢x2; : : : ;¢xng = max¢xi

Tal ¢ ¶e tamb¶em chamado de norma da parti»c~ao }.

A integral de¯nida de f , de a at¶e b (ou no intervalo [a; b]) ¶e o n¶umero real

° =

Z b

a

f(x) dx = lim
¢!0

S = lim
max¢xi!0

nX
i=1

f(ci)¢xi

Observa»c~ao 8.1 Se f(x) > 0 no intervalo [a; b], quando max¢xi ! 0, o n¶umero
k, de sub-intervalos tende a1.

Os retângulos ilustrados na ¯gura 8.1 tornam-se cada vez mais estreitos e nu-
merosos µa medida em que max¢xi torna-se mais e mais pr¶oximo de 0.
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Neste caso, lim
max¢xi!0

Pn

i=1 f(ci)¢xi de¯nir¶a a ¶area compreendida entre a cur-

va y = f(x), o eixo x, e as retas verticais x = a, x = b.

Sumarizando,

Se f(x) ¸ 0 em [a; b], ent~ao

Z b

a

f(x) dx = (¶area sob o gr¶a¯co de f , de x = a at¶e x = b)

Observa»c~ao 8.2 Por outro lado, se f(x) < 0 para todo x 2 [a; b], teremosR b
a
f(x) dx = ¡A, sendo A a ¶area (positiva) da regi~ao plana compreendida entre

o eixo x, o gr¶a¯co de f , e as retas x = a e x = b.
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Figura 8.2.
R b
a
f = A1 ¡A2 +A3 ¡A4.

Observa»c~ao 8.3 Se o gr¶a¯co de f , no intervalo [a; b], ¶e como o gr¶a¯co esbo»cado na
¯gura 8.2, ent~ao, sendo A1, A2, A3 e A4 as ¶areas (positivas) indicadas na ¯gura,
teremos Z b

a

f(x) dx = A1 ¡A2 +A3 ¡A4

Assumiremos sem demonstra»c~ao as seguintes propriedades.

Proposi»c~ao 8.1 Se f e g s~ao cont¶³nuas em [a; b], ent~ao, sendo k uma constante e
a < c < b,

1.
R b
a
(f(x) + g(x)) dx =

R b
a
f(x) dx+

R b
a
g(x)dx

2.
R b
a
k ¢ f(x)dx = k ¢ R b

a
f(x) dx

3.
R c
a
f(x)dx+

R b
c
f(x) dx =

R b
a
f(x) dx

4. se f(x) · g(x), para todo x 2 [a; b], ent~ao R b
a
f(x) dx · R b

a
g(x)dx
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Observa»c~ao 8.4 Sendo f cont¶³nua em [a; b], s~ao adotadas as seguintes conven»c~oes
(de¯ni»c~oes).

(i)
R a
a
f(x)dx = 0

(ii)
R a
b
f(x) dx = ¡ R b

a
f(x)dx

Adotadas essas conven»c~oes, a proposi»c~ao 8.1, acima enunciada, continua ver-
dadeira qualquer que seja a ordem dos limites de integra»c~ao a, b e c, podendo ainda
dois deles (ou os três) coincidirem.

8.2 O teorema fundamental do c¶alculo

O teorema fundamental do c¶alculo estabelece o modo pelo qual as integrais de¯nidas
podem ser calculadas atrav¶es de integrais inde¯nidas.

Teorema 8.1 (Teorema fundamental do c¶alculo) Sendo f uma fun»c~ao cont¶³nua no
intervalo [a; b],

se

Z
f(x) dx = F (x) + C ent~ao

Z b

a

f(x)dx = F (b)¡ F (a)

¶E costume denotar [F (x)]ba = F (x)jba = F (b)¡ F (a).

Ou seja, sendo
R
f(x)dx = F (x) + C, temos

R b
a
f(x)dx = F (x)jba = F (b) ¡

F (a).

Exemplo 8.1 Calcular a ¶area compreendida entre a curva y = senx e o eixo x, para
0 · x · ¼.

Solu»c~ao.
Como senx ¸ 0 quando 0 · x · ¼,
temos que a ¶area procurada ¶e dada pela
integral A =

R ¼
0
senxdx.

Temos
R
senx dx = ¡ cosx+ C.

0 x

y

π

y = sen x

2 unidades de área

Logo,A =
R ¼
0
senx dx = [¡ cosx]¼0 = (¡ cos¼)¡(¡ cos 0) = 1+1 = 2

(unidades de ¶area).
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Exemplo 8.2 Calcular
R 1
¡1 x

p
1 + x2 dx.

Fazendo u = 1 + x2, calculamos
R
x
p
1 + x2 dx = 1

3

p
1 + x2 + C.

Pelo teorema fundamental do c¶alculo,R 1
¡1 x

p
1 + x2 dx = 1

3

p
1 + x2

¯̄1
¡1 =

p
8
3
¡

p
8
3
= 0.

Exemplo 8.3 Calcular a ¶area delimitada pela circunferência de equa»c~ao x2+y2 = a2.

Para calcular a ¶area A desse c¶³rculo, basta calcular a ¶area sob o semi-c¶³rculo
y =

p
a2 ¡ x2, acima do eixo x, entre os pontos x = ¡a e x = a, ou seja, calcular

A=2 =

Z a

¡a

p
a2 ¡ x2 dx

Em uma boa tabela de integrais inde¯nidas, encontramos:

Z p
a2 ¡ x2 dx =

x

2

p
a2 ¡ x2 +

a2

2
arc sen

x

a
+ C

Assim sendo,

A

2
=

Z a

¡a

p
a2 ¡ x2 dx

=

Z p
a2 ¡ x2 dx =

µ
x

2

p
a2 ¡ x2 +

a2

2
arc sen

x

a

¶¯̄̄
¯
a

¡a

=
a2

2
arc sen 1¡ a2

2
arc sen(¡1)

=
a2

2
¢ ¼
2
¡ a2

2
¢
µ¡¼
2

¶
= 2 ¢ a

2

2
¢ ¼
2
=
¼a2

2

E portanto a ¶area do c¶³rculo ¶e A = ¼a2.



Integrais de¯nidas e aplica»c~oes. 86

8.3 Problemas

Calcule as integrais de¯nidas listadas abaixo.

1.
R 1
¡1

dx

1+x2
. Resposta. ¼=2

2.
Rp2=2
0

dxp
1¡x2

. Resposta. ¼=4

3.
R ¼=3
0

tgx dx. Resposta. ln 2

4.
R x
1
dt

t
. Resposta. lnx

5.
R x
0
sen t dt. Resposta. 1¡ cosx

6.
R ¼=2
0

senx cos2 x dx. Resposta. 1=3

7.
R 4
1

xdxp
2+4x

. Resposta. 3
p
2=2

8. Calcule a integral
R t
0

p
a2 ¡ x2 dx (0 · t · a), sem usar antiderivadas, inter-

pretando-a como ¶area sob a curva (semi-c¶³rculo) y =
p
a2 ¡ x2, e acima do

eixo x, no intervalo [0; t] (¯gura 8.3).

x

y

t0

a

Figura 8.3.

Resposta. t
2

p
a2 ¡ t2 + a2

2
arc sen t

a
.

Sugest~ao. Subdivida a ¶area a ser calculada em duas regi~oes, como sugere a
¯gura.




