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8.4 |Aplicacoes selecionadas da integral definida

8.4.1 Area de uma regido plana

Suponhamos que f e g sdo duas fung¢des continuas no intervalo [a, b], sendo f(x) >
g(x), para todo x € [a,b].

Para « € [a, b], consideramos, apoiada a esquerda no ponto x, uma fatia retan-
gular vertical, de base Az, e altura h(x) = f(x) — g(x), como na figura 8.4. A area
dessa fatia serd dada por AA = [f(z) — g(x)]Ax.

y y =f(x)

AA = [f(x) - g(X)] Ax /

y=9(x)
a X b X
\ B
— —AX
Figura 8.4.

Se subdividirmos o intervalo [a, b] em varios sub-intervalos de comprimento A,
e sobre cada um deles construirmos uma area A A, como acima, teremos a drea entre
as duas curvas, compreendida entre as retas verticais * = a e * = b, dada aproxi-
madamente por

> a4 =Y [f(2) - g(@)Ac
onde, pelo bem da simplicidade, estamos omitidindo indices do somatario.

A drea entre as duas curvas, compreendida entre as retas verticaisx = aex = b,
sera dada pelo limite de tais somas integrais, quando Ax — 0, ou seja, serd dada por

A= Jlim 3 [f(@) - g@]Az = [ [f(@) - g(a)do

Sendo AA = [f(x) —g(x)]Ax, é costume simbolizar dA = [f(x)—g(x)]dz.
Temos entdo A = f: dA.

E costume dizer que dA = [f(x) — g(x)] dx é um elemento infinitesimal de
drea, de altura f(x) — g(x), sobre um elemento infinitesimal de comprimento dzx.
O simbolo de integracao, f provém da forma de um arcaico S, e tem o significado de
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soma (veja isto: foma) de um nidmero infinito de quantidades infinitesimais” . Assim,

se f(x) > 0, f:f(ac) dx corresponde, grosso modo, a uma soma de “elementos
infinitesimais de area”, de alturas f(), e base dx, com x “variando” de a até b.

Exemplo 8.4 Calcular a drea delimitada pelas curvas y = x? ey = /.

~_ | ~Y¥=X
0 1 X
Figura 8.5.
Solugdo. As curvas dadas se interceptam em g = 0 e em x; = 1 (solugdes de

x? = /x). Para0 < z < 1, temos v/ > x?. Veja figura 8.5.

Assim sendo, a area entre as duas curvas é dada por
1
-1 1 9 3
A= [JIVE - o do = [Jl2V? o) do = (397 - 5| =

0

win
Wl
Wl

8.4.2 Média ou valor médio de uma funcao

Seja f uma fungdo continua no intervalo [a, b]. Em [a, b] tomemos os . 4+ 1 pontos
igualmente espacados

To=a<1 <3< ...<Tp_1<x, =0b

isto é, tais que
b—a

n

X1 —Teg =T —T] = ee. =T, — Lp_1 = Ax =

A média aritmética dos n + 1 valores f(xo), f(x1), f(x2),... , f(x,), é dada por

~ J(@o) + f(@1) +--- + f=n)
N n+1

n

Definiremos a média (ou valor médio) da funcdo f, no intervalo [a, b], como sendo

f = lim u,

n—o0
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E possivel demonstrar que o valor médio da funcio f(z), no intervalo [a, b], é dado
pela integral

Exemplo 8.5 Determine o valor médio de f(x) = 2, no intervaloa < = < b.

Solugdo. O valor médio de f em [a, b], é dado por
_ 1 b, 1 23 1 > a®
f= /a: dr = — = — - —

b—a/, b—a 3|, b—a\3 3
B (b — a)(a® + ab + b?) B a’? + ab + b?
N 3(b— a) N 3

8.4.3 Volume de um sdlido

AV = A(x) -Ax
P
‘ | AX
! I / : >
a X b X
Figura 8.6.

Na figura 8.6, para cada @, a < < b, um plano perpendicular a um eixo & corta um
sélido (uma batata?) determinando no sélido uma seccdo transversal de drea A(x).
De x = a até x = b, sao determinadas as dreas de todas todas as sec¢oes transversais
desse sélido, sendo b — a o seu “comprimento”. Qual é o seu volume?

Suponhamos que o intervalo [a, b] é subdividido em n sub-intervalos, todos de
comprimento Az = (b — a)/n.

Se x é um ponto dessa subdivisdo, determina-se um volume de uma fatia “cilin-
drica”, de “base” com area A(x) e “altura” Aw,

AV =V (x) - Ax
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Uma aproximacao do volume do sélido é dado pelo somatdrio desses varios volumes
cilindricos,
V = E AV = E A(z) - Ax
&

sendo o somatdrio aqui escrito sem os habituais indices 2, para simplificar a notacao.
Quanto mais finas as fatias “cilindricas”, mais préximo o somatério estara do volume do
sélido, sendo seu volume igual a

b
V = lim AV:AliIEOZA(m)-sz/a A(z) dx

Ax—0

Os cientistas de areas aplicadas costumam dizer que dV = A(x) - dx é um elemento
infinitesimal de volume, construido sobre um ponto x, de um “cilindro” de area da base
A(x) e altura (espessura) “infinitesimal” dx. Ao “somar” os infinitos elementos de

volume, temos j: dVv = j: A(zx) dx igual ao volume do sélido.

Exemplo 8.6 Qual é o volume de um tronco de piramide, de altura h, cuja base € um
quadrado de lado a e cujo topo € um quadrado de lado b ?

Solugdo. Posicionemos um eixo @ perpendicular as duas bases. Cada ponto (altura) «,
demarcada nesse eixo, corresponde, no tronco de piramide, a uma seccao transversal
quadrada, de tal modo que & = 0 corresponde a base quadrada de lado a, e x = h
corresponde ao topo quadrado de lado b. Veja figura 8.7.

Figura 8.7.

Procurando uma funcio afim, f(x) = ma + n, tal que f(0) = a e f(h) = b.
encontramos f(z) = a + 2%

A drea da seccdo transversal, na altura a, é dada por

A(x) = <a—|— b’—law>2
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O volume do tronco de piramide é entdo

h h b—a \?
V = / A(x)dx = / (a + :1:) dr
0 0 h

Fazendo © = a + b_T“a:, temos du = "‘T“ dx. Além disso, u = a para x = 0, e
u = b para * = h, e entao

h h b
Vz/ A(x)dx = / u? du
Jo b—a.a

h u®

b—a. 3

* h
~ 3(b—a)

h
(b® — a®) = g(a2 + ab + b?)

a

Note que o volume do tronco de pirdmide é 1/3 do produto de sua altura pelo valor
médio das areas das sec¢des transversais (veja exemplo 8.5). Conforme um antigo papiro,
esta férmula ja era conhecida pela civilizagao egipcia do segundo milénio a.C.

Volume de um sdlido de revolucao

Quando rotacionamos uma regidao do plano xy em torno do eixo @ ou do eixo vy,
realizando uma volta completa, o lugar geométrico descrito pelos pontos da regiao € o
que chamamos um sdlido de revolugao.

Suponhamos que um sélido de revolucdo é obtido rotacionando-se, em torno do
eixo @, uma regido plana delimitada pelas curvas y = f(x), y = g(«), e pelas retas
verticais x = a e x = b, sendo f(x) > g(x) paraa < x < b.

Figura 8.8.

Para cada « € [a, b], um plano perpendicular ao eixo x, cortando este no ponto
x, determina no sélido de revolucao uma seccao transversal. Esta seccao transversal é
obtida pela revolu¢cdo completa, em torno do eixo &, do segmento vertical A, B, sendo
A, = (z,g9(x)) e B, = (o, f(x)). Veja figura 8.8
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A drea dessa seccao transversal é a drea de uma regiao plana compreendida entre
dois circulos concéntricos de centro (a,0), sendo um menor, de raio g(x), e outro
maior, de raio f(x). Como a 4rea de um circulo de raio r é wr?, temos que a 4rea
A(x), da sec¢do transversal do sélido de revolucdo, é dada por

A(z) = w[f(z)]* — m[g(x)]®

Portanto, o volume do sélido de revolucao sera

V= [ A@de = | (xlf@) - rlg@)) da

Se a regido plana for delimitada pelo grifico de y = f(x), pelo eixo x, e pelas
retas * = a e x = b, teremos g(a:) = 0, e entao

v = [ alr@de

Exemplo 8.7 Deduza que o volume de uma esfera de raio R é §7TR3.

A esfera de raio R pode ser interpretada como o sélido obtido pela revolucdo da regido
semi-circular 2 + y2 < R2, y > 0, em torno do eixo . Uma tal regido ¢ delimitada
pelas curvas y = vVR? — 22, ey = 0, com —R < & < R. Assim, aqui, f(x) =
vV R? — 22 e g(x) = 0, sendo entdo

dV = A(z)dz = 7[f(x)])* dz = w(R? — 2*) dx

o elemento de volume a integrar.

Portanto,
R 3 R
V = / W(Rz—wz)daz:ﬂ'[Rzac——]
J—R —R

3 3
=7T<R3—£>—7T<—R3—|—i> :éﬂ'R3



Integrais definidas e aplicagédes. 93

8.5 |Problemas

Areas de regioes planas

1. Calcule a drea delimitada pelas curvas y?> = 9x e y = 3x. | Resposta. 1/2

2. Calcule a drea delimitada pelas curvas zy = a2, £ = a, y = 2a (a>0)eo

eixo . | Resposta. a? In 2

3. Calcule a drea delimitada pela curva y = x3, pela reta y = 8 e pelo eixo y.

Resposta. 12

Valor médio de uma funcao continua

Determine a média ou valor médio da funcdo dada, no intervalo especificado.

1. f(z) = x* a < x < b. |Resposta. f = 1(a® + ab + b?)

_ 2(a+b++/ab)
2. f(x) =+vx, a<x<b(0<a<b). |Resposta. TN

Volumes de sélidos de revolucao

Em cada problema, calcule o volume do sélido obtido por revolucdo, conforme descrito.

2 2
1. Aelipse — + — = 1 gira em torno do eixo x. | Resposta. +mab?

a2 b2 3
2. O arco de sendide y = senx, 0 < x < 7, gira em torno do eixo .

Resposta. 72 /2

3. A regido delimitada pela pardbola y? = 4z, pela reta © = 4 e pelo eixo x, gira
em torno do eixo x. | Resposta. 32m






