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4.2 |Derivadas de ordem superior

Sendo f uma fungdo, definimos f” (lé-se “f duas linhas") como sendo a derivada da
derivada de f, ou seja

1"(@) = (' (=)

Outras maneiras diferentes de escrever a segunda derivada de y = f(x) sdo:

d? d /d
@) = 1) = T8 = = (2)

~ 2 Ve . [ - - n
A notacao 372 é lida “de dois y de x dois”.

Analogamente, define-se a terceira derivada de f(x):

f’”(a:) _ f(3)(£l3) — (f"(a:))' d’y d <d y)

T da®  dx \da?

Para cada n > 2, a derivada de ordem n, de f(x) é definida e escrita de diferentes

formas:
dy d <d”_ly>
dx  dx \dxn1!

F™ (@) = (f" V(@) =

4.3 |Concavidades do grafico

Definicao 4.3
1. | O gréfico de y = f(x) € cdncavo para cima (ou tem concavidade voltada
para cima) no intervalo aberto I se, exceto pelos pontos de tangéncia, a curva
y = f(x) estd, nesse intervalo, sempre no semi-plano acima de cada reta

tangente a ela nesse intervalo (veja figura 4.7).

2. | O gréfico de y = f(x) é cobncavo para baixo (ou tem concavidade voltada
para baixo) no intervalo aberto I se, exceto pelos pontos de tangéncia, a curva
y = f(x) estd, nesse intervalo, sempre no semi-plano abaixo de cada reta
tangente a ela (veja figura 4.8).

Teorema 4.2 Sendo f(x) derivdvel duas vezes nos pontos do intervalo aberto I,

1. Se f"(x) > 0 para todo x € I, a curvay = f(x) € cdncava para cima no
intervalo I.

2. Se f"(x) < 0 para todo x € I, a curvay = f(x) € cbncava para baixo no
intervalo I.
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Figura 4.7. Neste grafico a curva y = f(x) é cdncava para cima, para valores de x
em um certo intervalo aberto I. Neste caso, a derivada f’(x) € crescente em I, e
assim (f/(x))’ > 0, ou seja, f""(x) >0

Figura 4.8. Neste grafico a curva y = f(x) é cncava para baixo, para valores de x

em um certo intervalo aberto I. Neste caso, a derivada f/(x) é decrescente em I, e
assim (f’(x))’ < 0, ou seja, f"(x) < 0.

Definicao 4.4 (Pontos de inflexdo da curva y = f(x))

O ponto P = (xq, f(xo)) € um ponto de inflexdo da curva y = f(x) se, ao menos
em um pequeno intervalo, esta curva é concava para cima antes de xq, e € concava
para baixo depois de xq, ou vice-versa. Além disso a curva deve ter reta tangente no
ponto P.

Isto quer dizer que o ponto P = (o, f(xg)) € um ponto de mudanca do sentido de
concavidade do grafico de f. Veja figura 4.9.

Figura 4.9. P é um ponto de inflexdao do grafico de f. Nesta ilustracdo, a curva
y = f(x) é concava para baixo antes de xq, e concava para cima depois de xg.

Tendo em vista o resultado do teorema 4.2, se f”’(x) é continua, os candidatos a
pontos de inflexdo sdo os pontos (x, f(x)) para os quais f”(x) = 0.
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Exemplo 4.1 Como primeiro exemplo, consideremos a funcdo f(x) = x* — 3.

Temos f/(x) = 2x¢ — 3 e f"(x) = 2. Assim, f e suas derivadas f’ e f” sdo
todas continuas em R.

Analisando a varia¢do de sinal de f’(x), deduzimos:
ff(x) >0 2x—3>0 x> 3/2
Assim, f(x) é crescente no intervalo @ > 3/2 (ou seja, no intervalo [3/2, 4+o00]).

Por outro lado, f(x) é decrescente no intervalo | — oo, 3/2].

Desse modo, em g = 3/2, temos um ponto minimo local, que acontece ser o
ponto de minimo de f(x). Note que f’(3/2) = 0, pois se &g é um ponto de maximo
ou minimo local, de uma func¢3o derivével, a reta tangente ao grafico em (xq, f(xo))
deve ser horizontal.

Como f”(x) = 2 > 0 para todo x, o grafico de f tem a concavidade sempre
voltada para cima.

Com os elementos deduzidos acima, notando que f(3/2) = —9/4, e que 0
e 3 sdo as raizes de f (solugcdes da equagdo f(x) = 0), temos o esboco da curva
y = x2 — 3z na figura 4.10.

21
-9/4

Figura 4.10.

Exemplo 4.2 Consideremos agora a funcdo f(x) = x® — 3z2.

Temos f/(z) = 3xz? — 6z e f”’(x) = 6x — 6. Assim, f e suas derivadas f’ e f”
sao todas continuas em R.

Analisando a variagdo de sinal de f’(x), deduzimos:

fl(x) =3z(x—2) >0 x<O0oux>2
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Faremos entao um diagrama de sinais da derivada. Neste diagrama indicamos os
intervalos em que a derivada de f(x) é positiva (4) ou negativa (—) e, simultanea-
mente, indicamos os intervalos nos quais f(x) é crescente (), e aqueles nos quais
f(x) é decrescente (). Indicamos também pontos de minimo locais e pontos de
maximo locais de f(x).

yl = 0 yl = 0
y + 0 - 2 +
* * >
y=fx) 4 pto.de N\ pto.de A X
max. min.
local local

Assim, f(x) é crescente no intervalo |— 0o, 0] e também é crescente no intervalo
[2, +00], sendo decrescente no intervalo [0, 2]. Desse modo 0 é ponto de maximo local
de f e 2 é ponto de minimo local. Repare que 0 e 2 sdo raizes de f’(x). Assim, nos
pontos (0, f(0)) = (0,0) e (2, f(2)) = (2, —4) as retas tangentes ao gréfico de f
sao horizontais.

Analisando a variagdo de sinal de f”(x), temos
ff(x) =6z —6>0 x> 1

Assim, a curva y = x3 — 3x2, gréfico de f, tem concavidade voltada para cima quando
x > 1, e para baixo quando < 1. O ponto P = (1, f(1)) = (1, —2) é ponto de
inflexdao do grafico.

Figura 4.11.

Com os elementos deduzidos acima, notando que 0 e 3 s3o as raizes de f (solugdes
da equacdo f(x) = 0), temos o esboco da curva y = x® — 3x2 na figura 4.11. Aqui
levamos em conta também que lig_n f(x) =4oc0e lim f(x) = —o0.
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4.4 |Problemas

Cada uma das fun¢des f(x) dadas abaixo tem como dominio todo o conjunto R. Para
cada uma delas,

(a) Calcule f/(x) e, analisando em um eixo os sinais de f’(x), determine os intervalos
em que f é crescente e aqueles em que f é decrescente;

(b) Determine os pontos de méaximo locais e os pontos de minimo locais de f, bem
como os valores de f(x) nesses pontos;

(c) Calcule f”(x) e, analisando em um eixo os sinais de f”'(x), determine os intervalos
em que a curva y = f(x) é concava para cima e aqueles em que ela é cdncava
para baixo;

(d) Determine os pontos de inflexdo da curva y = f(x);

(e) Calcule os limites liﬂ_ﬂ f(x)e lim f(x).

(f) A partir dos dados coletados acima, faga um esboco bonito do gréfico de f.
L f(x) = —x>+2x+1
2. f(z) = x® — 622 + 9z

4x
2+ 1

3. f(=x) =

Respostas e sugestoes

1. |(a) f'(x) = —2x+2. f " (é crescente) em |— 0o, 1], e \, (é decrescente)

em [1, +ool.

(b) 1 é ponto de maximo local de f. f(1) = 2.

(c) f”(x) = —2. A curva y = f(x) é sempre cOncava para baixo.
(d) A curva y = f(x) n3o tem pontos de inflex3o.

(©) lim_f(e) = —o0, lim_f(x) = —oc.

2. 1(a) f'(x) = 322 —12x+9. f " em]—o0, 1], \,em [1, 3], e /" novamente

em [3, +ool.

(b) 1 é ponto de maximo local de f, 3 é ponto de minimo local. f(1) = 4,
f(3) =0.

(c) f"(x) = —6x — 12. A curvay = f(x) é —~ (cbncava para baixo) em

| — 00, 2[ e — (cbncava para cima) em |2, +o0].
(d) P = (2,2) é o Unico ponto de inflexdo do gréfico de f.
(e) liELn f(z) = +oo, lim f(x) = —oo.
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5 @) (@) =

fN\ em]—o0,—1], “em[—1,1], e \,em [1, ool

(b) —1 é ponto de minimo local de f, 1 é ponto de maximo local. f(—1) = 2,

f) =2 So(@® — 3)

(C) f (w) - (1 + m2)3 '

Acurvay = f(x) é ~ em]— 0o, =3[, — em |— v/3,0[, ~ em ]0, V3]
e — em \/5, +o0].

(d) Os pontos de inflexdo do grafico sio (—+/3, —v/3), (0,0) e (v/3,/3)
(©) tim_f(z) =0, lm_f(x)=0

Esbocos dos graficos






