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4.5 Esbo»cando gr¶a¯cos: um aprofundamento

Aprenderemos agora como esbo»car gr¶a¯cos de fun»c~oes que tem uma (ou mais de uma)
das seguintes peculiaridades:

(i) o denominador na f¶ormula de f(x) se anula para um ou mais valores de x;

(ii) f(x) ¶e cont¶³nua, mas na f¶ormula de f 0(x), ou na f¶ormula de f 00(x), aparece
um denominador que se anula para um ou mais valores de x;

(iii) quando x! +1 (ou quando x! ¡1), f(x) aproxima-se de uma constante
c, e assim a curva y = f(x) aproxima-se inde¯nidamente da reta horizontal
y = c (chamada reta ass¶³ntota horizontal da curva y = f(x)).

Exemplo 4.3 Esbo»car o gr¶a¯co da fun»c~ao dada por f(x) =
2x+ 1

x¡ 2
, ou seja, esbo»car

a curva de equa»c~ao y =
2x+ 1

x¡ 2
.

Detectando retas ass¶³ntotas verticais

Repare que Dom(f) = R ¡ f2g. O denominador de f(x) se anula quando
x = 2.

Agora, lim
x!2+

f(x) = lim
x!2
x>2

=
5

0+
= +1, e lim

x!2¡
f(x) = lim

x!2
x<2

=
5

0¡
=

¡1
Esses limites laterais, sendo in¯nitos, detectam que a reta vertical de equa»c~ao

x = 2 ¶e uma ass¶³ntota vertical do gr¶a¯co de f . Mais precisamente, esses limites
laterais detectam que

quando x! 2+, os pontos correspondentes, no gr¶a¯co, \sobem" no plano xy, aproxi-
mando-se inde¯nidamente dessa reta. Quando x! 2¡, os pontos do gr¶a¯co \descem"
no plano xy, tamb¶em aproximando-se inde¯nidamente da reta ass¶³ntota x = 2.

Crescimento e decrescimento

Temos

f 0(x) =
(2x+ 1)0(x¡ 2)¡ (x¡ 2)0(2x+ 1)

(x¡ 2)2
=
2(x¡ 2)¡ (2x+ 1)

(x¡ 2)2

Portanto

f 0(x) =
¡5

(x¡ 2)2

Assim sendo f 0(x) < 0 para todo x em Dom(f) = R ¡ f2g. Assim, f(x) ¶e
decrescente (&) antes e depois de x = 2, e n~ao pode ter m¶aximos nem m¶³nimos
locais.
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Para simpli¯car o estudo da fun»c~ao, fazemos um diagrama de sinais de f 0 e inter-
valos de crescimento e decrescimento de f . O s¶³mbolo69 signi¯ca \n~ao existe" ou \n~ao
se de¯ne".

f

f _ '

f(2)

2 x_

∃

Concavidades do gr¶a¯co Temos

f 00(x) =

· ¡5
(x¡ 2)2

¸
0

= [¡5(x¡ 2)¡2]0 = 10(x¡ 2)¡3 =
10

(x¡ 2)3

Temos o seguinte diagrama de sinais de f 00 e dire»c~oes de concavidades do gr¶a¯co de f :

f _ '' 2

xy = f(x)

+

Como 262 Dom(f), o gr¶a¯co n~ao tem ponto de in°ex~ao.

2

4

y = 2

-4

-2

0

-4 -2

862 4
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6

x = 2

Figura 4.12.

Comportamento de f(x), quando x tende ao in¯nito

lim
x!+1

f(x) = lim
x!+1

2x+ 1

x¡ 2
= lim

x!+1

2x

x
= 2. Tamb¶em lim

x!¡1

f(x) = 2
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Assim, a reta y = 2 ¶e uma ass¶³ntota horizontal µa direita e µa esquerda do gr¶a¯co
de f .

Esbo»co do gr¶a¯co de f , com base nos aspectos estudados acima: ¯gura 4.12

Exemplo 4.4 Esbo»car o gr¶a¯co de y =
3
p
x2 ¡ 1.

Neste caso, Dom(f) = R.

Crescimento e decrescimento Para analisar crescimento e decrescimento da fun»c~ao,
calculamos

dy

dx
= (

3
p
x2 ¡ 1)0 = (x2=3 ¡ 1)0 =

2

3
x¡1=3 =

2

3x1=3
=

2

3 3
p
x

Teremos
dy

dx
> 0, 2

3 3
p
x
> 0, x > 0

Temos ent~ao o seguinte diagrama de sinais de f 0 e intervalos de crescimento e
decrescimento de f . O s¶³mbolo69 signi¯ca \n~ao existe" ou \n~ao se de¯ne".

f

_

0

x+
∃ f ' (0)

pto.
de

min.

dy

dx
__

Concavidades do gr¶a¯co Sendo dy

dx
= 2

3
x¡1=3, temos

d2y

dx2
=

µ
2

3
x¡1=3

¶
0

= ¡2
9
x¡4=3 = ¡ 2

9x4=3
= ¡ 2

9
3
p
x4

Temos o seguinte diagrama de sinais de f 00 e dire»c~oes de concavidades do gr¶a¯co de f :

f _ '' 0

xy = f(x)

_

Note que a fun»c~ao f(x) =
3
p
x2 ¡ 1 ¶e cont¶³nua, mas n~ao temos f 0(x) quando

x = 0.

¶E f¶acil ver que quando x! §1, f(x) =
3
p
x2 ¡ 1 vai para +1.

Com base no estudo feito, o esbo»co do gr¶a¯co da curva de equa»c~ao y =
3
p
x2¡1

¶e mostrado na ¯gura 4.13.
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Figura 4.13.

4.6 Problemas

Para cada uma das fun»c~oes dadas abaixo,

(a) Determine o dom¶³nio da fun»c~ao e, havendo zeros no denominador de f(x), veri¯que se
a curva y = f(x) tem retas ass¶³ntotas verticais.

(b) Calcule f 0(x) e determine os intervalos em que f ¶e crescente e aqueles em que f ¶e
decrescente;

(c) Determine os pontos de m¶aximo locais e os pontos de m¶³nimo locais de f , bem como os
valores de f(x) nesses pontos;

(d) Calcule f 00(x) e determine os intervalos em que a curva y = f(x) ¶e côncava para cima
e aqueles em que ela ¶e côncava para baixo;

(e) Determine os pontos de in°ex~ao da curva y = f(x);

(f) Estude o comportamento de f(x) quando x! +1 e quando x! ¡1;

(g) A partir dos dados coletados acima, fa»ca um esbo»co bonito do gr¶a¯co de f .

1. f(x) =
x

x2 ¡ 2
2. f(x) =

x2

1 + x

Respostas e sugest~oes Daremos como resposta apenas as derivadas primeira e
segunda e o esbo»co de cada gr¶a¯co.

1. f 0(x) = ¡ x2 + 2

(x2 ¡ 2)2
f 00(x) = ¡2x

3 + 12x

(x2 ¡ 2)3

2. f 0(x) =
2x+ x2

(1 + x)2
f 00(x) =

2

(1 + x)3



Semana 4. Desenhando gr¶a¯cos de fun»c~oes, atrav¶es de limites e derivadas. 48

1.

2√
−−

2√−−− 0 x

y

2.

-1 0 x

y

x = - 1

(-2,-4)




