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APRESENTACAO

O célculo diferencial e integral € assunto imprescindivel na formagao ma-

tematica de estudantes universitarios de todas as ciéncias tecnologicas.

Basicamente, o calculo diferencial e integral se ocupa de problemas en-
volvendo fungdes ou grandezas continuas, modelando também fenédmenos que
envolvem dindmicas dependendo de variaveis continuas, como a variavel tempo

por exemplo.

Conceituacgdes e quantificacées de objetos matematicos tais como veloci-
dade instantanea, taxa de variagédo instantanea, quadratura (area) de uma re-
gido delimitada por curvas continuas, valor médio de uma variavel continua etc.,

sao todos pertencentes ao campo do calculo diferencial e integral.

Essas notas de calculo diferencial e integral foram escritas para alunos do
curso de Tecnologia Sucroalcooleira da UAB-UFSCar.

Tais anotacdes fazem uma apresentagcdo minima dos conceitos fundamen-
tais do calculo, apresentando algumas de suas aplicacdes.

Enfase especial é dada ao estudo de fungdes de uma variavel e seus com-

portamentos, mediante as ferramentas do célculo.






UNIDADE 1

FuncOes e suas derivadas






Caro estudante, o propédsito da secao 1.1 € rever um conceito de cineméa-
tica que deu origem ao conceito de derivada, a ser apresentado na segéo 1.4. O
proposito da segao 1.2 é recapitular os conceitos de fungao e dominio de uma
funcao.

1.1 Velocidade média e velocidade instantanea

Suponhamos que um ponto mével M desloca-se ao longo de uma linha
reta horizontal, a partir de um ponto O.

AS
Q M . |
s=0 s=st)  se=slty) s =s(,*A) s

O deslocamento ou posigéo s, do ponto M, em relagdo ao ponto O, é a
distanciade M a O, quando M esta a direita de O, e € 0 negativo dessa distancia
quando M esta a esquerda de O. Assim, s é positivo ou negativo, conforme M
se encontre, respectivamente, a direita ou a esquerda de O (e s = 0 no instante
em que M estd exatamente na posicao do ponto O).

Com essas convencoes, a reta passa a ser orientada, e passa a ser chama-

da de eixo, sendo O sua origem.

A posicao s do ponto mével M depende do instante de tempo t, ou seja, s

€ uma funcao da variavel t, e escrevemos
s =s(t).

Suponhamos que em um determinado instante ty, a posicdo de M é s =
s(to), € que em um instante posterior t;, a posicao de M é s; = s(t7).
A velocidade média v (Ié-se “v barra”) do ponto M, no intervalo de tempo

to <t<ty, é dada por
$1-80 _ s(ty) —s(to)
t1 -t ti—to

—\_):

Podemos escrever t; = ty + At, sendo At = t; - t5, € também escrever
As =s(ty) —s(to) = s(to + At) — s(to) (A lé-se “delta”, At é lido “delta t”, e As é
lido “delta s”).

Com isso, temos

variagdo de deslocamento ~ As _ s(to + At) —s(to) _ As
variagdo de tempo At At At

‘\_):




A velocidade instantdnea v(ty), do ponto M, no instante ty, é o limite da
sua velocidade média no intervalo de ty a to + At, quando At tende a zero (esta
€ uma ideia geralmente atribuida a Isaac Newton (1643-1727)), e escrevemos

. As
V()= B A

Observacido 1.1 E importante ter em mente que quando dizemos que uma
quantia tende a zero, entendemos que ela se aproxima de zero arbitrariamente
sem jamais tornar-se igual a zero. Uma quantia com essa propriedade é cha-
mada infinitésimo. Assim, devemos pensar no infinitésimo como um objeto me-
nor do que qualquer numero (positivo) em que possamos pensar, mas que nao
é zero. Tanto quanto a ideia do infinito, isto 6, a de um objeto maior do que
qualquer numero em que possamos pensar, o infinitésimo também nao é um
numero. Arquimedes (287 a.C.—212 a.C.) foi o primeiro a explorar a ideia de
infinitésimo em seu Método de Exaustao para calcular areas e volumes. Essen-
cialmente, esse método faz parte do que hoje chamamos de Calculo Diferencial
e Integral.

Exemplo 1.1 (Velocidade média no cotidiano)

Por exemplo, imaginemos que a linha reta € a rodovia Washington Luis, e
que o ponto O é o marco zero (que fica na cidade de Sao Paulo) (imaginando

qgue a rodovia se estenda até Sao Paulo, o que ndo acontece).

Suponhamos que o ponto M € um fusca que se move ao longo da rodovia,
partindo de Sao Carlos, no quildmetro 235 (esta é a sua posigcao s inicial), e

viaja até Sao José do Rio Preto, quilometro 440 (esta € a posicao final s;).

Suponhamos que o fusca sai de Sao Carlos as 16:30 (16 horas e 30 minu-
tos), ou seja, ty = 16,5h e chega a Rio Preto no mesmo dia, as 19:00, ou seja,
t;=19h.

Qual é a sua velocidade média v? A resposta é dada por

_ variacdo de deslocamento As 440-235 205
V= - — :_:—:—:82km/h.
variagao de tempo At 19-16,5 2,5

A velocidade instantanea do fusca, em cada instante de sua viagem, é
aquela que se |é no velocimetro do carro.

Exemplo 1.2 (Velocidade instantanea)

Para exemplificar como é calculada matematicamente a velocidade ins-

tantanea, vamos estudar agora o deslocamento de uma pedra em queda livre



no ar. Neste caso, o ponto mével M é a pedra (ou seu centro de massa) o €ixo

de deslocamento (queda) € vertical.

Segundo leis da fisica, o deslocamento da pedra no tempo t € dado (apro-
ximadamente) pela equagao s(t) = 5t%, para t medido em segundos, e s em
metros.

Assim, no instante t = 0, a pedra esta na posic&o s(0) = 5-02 = 0 (no instante
t = 0 a pedra comeca a cair). No instante t = 1, a pedra tera percorrido 5-12 = 5
metros, no instante t = 2s, a pedra teré percorrido 5 - 22 = 20 metros, e assim por
diante. A equacao funciona enquanto a pedra nao encontrar obstaculo. Na ver-
dade, estamos desconsiderando a resisténcia do ar, e uma aproximagao melhor

do deslocamento da pedra no véacuo seria s = 4,9 t2.

Qual é a velocidade instantanea da pedra em um determinado instante to ?
O procedimento para calcularmos isto é o seguinte.

A partir do instante t(, considere uma variacao de tempo At (A Ié-se “delta”,
At |é-se “delta t”). Vamos chamar t; = to + At. Temos

s(t1) = s(to + At) = 5(tg + At)? = 5(t5 + 2t - At + (At)?).

A variacdo do deslocamento do ponto mével, no intervalo de tempo de t; a t;
sera
As = s(t1) — s(to) = 5t5 + 10t - At + 5(At)* - 5t3,

ou seja,
As = 10ty - At + 5(At)?.

A velocidade média da pedra, no intervalo de tempo de t, a t;, sera dada

por

A , 2
o B8 10t At+5(AYT 0 sar
At At

Ja a velocidade instantdnea v(ty) (uma novidade aqui) do ponto M, no
instante to, € o limite da velocidade média ﬁ—i quando At tende a 0, isto é, quando
At se aproxima mais e mais da variacdo nula (permanecendo diferente desta).

Dizemos que At torna-se um infinitésimo.

Observacao 1.2 Somar um infinitésimo, ou um mdltiplo deste, a qualquer quan-
tia deve provocar nessa quantia uma variagdo igualmente infinitesimal. Isto é,
a + bAt tende a a, quando At tende a 0. Expressamos essa ideia escrevendo

lim (a+bAt)=a+b-0=aq,
At—0



mas é importante deixar bem claro que At realmente nunca é igual a zero na
expressao (a + bAt). Neste calculo, a e b representam quaisquer quantias que
ndo dependem de At.

De acordo com a observagéo anterior, podemos escrever

As
tp) = lim — = lim (10ty + 5At) = 10tp + 5- 0 = 10t,.
v(to) AEI}OAt A11_1)10(00+ ) =10t +5-0=10t

Isso significa que, em cada instante t, a pedra em queda livre tem veloci-

dade instantanea v(t) = 10t m/s.

1.2 Uma breve revisao sobre intervalos da reta e fungoes

Uma fungao f (ou fungéo f(x)) € uma lei que associa cada valor x de um
certo conjunto A (chamado dominio de f), a um Unico valor y = f(x) de um certo
conjunto B (chamado contra-dominio de f). Escrevemos y = f(x). Também

escrevemos Dom(f) = A.

Os dominios de fungdes tratadas neste curso serdo sempre intervalos de
R ou reunides de intervalos de R, sendo R o conjunto dos nimeros reais.

Os intervalos da reta (eixo) R sdo subconjuntos de R de uma das formas:

[a,b]={xeR|a<x<b} (intervalo fechado de extremos a € b);

Ja,b[ ={xeR|a<x<b} (intervalo aberto de extremos a e b);
[a,b[={xeR|a<x<b} (intervalo de extremos a e b, semiaberto em b);
Ja,b]={xeR|a<x<b} (intervalo de extremos a e b, semiaberto em a),

sendo a e b nimeros reais, com a < b. Os intervalos anteriores sdo os intervalos
limitados.
Os intervalos ilimitados sao conjuntos de uma das formas (a e b sdo nu-

meros reais, € 0 simbolo oo € lido “infinito”):

[a,+oo[={xeR|x>a} (intervalo fechado de a a +0);
Ja,+oo[={xeR|x>a} (intervalo aberto de a a +o0);
]-oo,b]={xeR|x<b} (intervalo fechado de - a b);
]-oo,b[={xeR|x<b} (intervalo aberto de —oo a b);
]— o0, +00[ =R (intervalo aberto de —oo @ +o0).



1.3

. f(x) = v (ou f(x) = x'?) é uma fungéo que tem como dominio o conjunto

dos valores reais de x para os quais /x existe e € um namero real, ou seja,

x > 0.

Assim, dizemos que o dominio ou campo de definicdo de f é o intervalo
Dom(f) = [0, +oo[. Essa fun¢do associa cada numero real ndo negativo x

ao Unico numero real ndo negativo /x.

. f(x) = 1/x define uma fung&o cujo dominio é constituido pelos valores reais

de x para os quais 1/x existe e € um numero real, ou seja, pelos valores
reais de x tais que x # 0.

Assim, o dominio de f € o conjunto Dom(f) = R - {0}, ou seja, Dom(f) =
]—00,0[ U0, +0o[.

Cf(x)=vV2-x+ \/% esta definida para os valores reais de x para o0s quais

2-x¢€ ﬁ existem e sdo numeros reais, ou seja, parax <2 (2-x > 0)

ex>1(x-1>0).

Assim, Dom(f) =]1,2].

f(x) = ¥/x (ninteiro positivo), ou f(x) = X

Neste caso, Dom(f) = {x | x >0}, se n é par, e Dom(f) =R se n é impar.

Problemas

. Determine o dominio de cada uma das seguintes funcbes. Dé a resposta

como um intervalo ou uma reunido de intervalos de R. No nosso contexto,
0 dominio de uma fungéo f é o conjunto de todos os nimeros reais x para
0s quais f(x) € um numero real.

(@) f(x)=x3-5x+3;

(b) f(x)=-V4-x;

(€) f(x)=-Va-x;

(d) f(x)=Vx2-5x+4;

(&) T(x) - ﬁ

Respostas e sugestoes

(@) R;
(b) ]-o00,4];



(c) [-2,2].
Sugestdo: usando a formula a® - b? = (a - b)(a +b), temos que
4-x*=(2-x)(2+x).
Lembre-se agora a regra de sinais: o produto (2-x)(2+x) € >0
somentequando 2-x>0e2+x>0,ouquando2-x<0e2+x<0.
(d) ]J-o0,1]u[4,+0o].
Sugestao: fatore x? —-5x +4 = (x - 1)(x - 4) e use a sugestdo do item
anterior.
(e) 10,2[. Sugestdo: fatore x* — 2x = x(x — 2) e use a sugestdo do item
anterior. Lembre-se que o denominador de uma fracdo nao pode ser

Zero.

1.4 A derivada de uma funcao

O conceito de derivada é uma generalizagao do conceito de velocidade
instantanea, definida na sec¢ao 1.1, trocando-se a variavel t (tempo) por uma
grandeza variavel x, e a fungao deslocamento s(t) por uma funcédo f(x) qual-

quer.

Dada uma fungao y = f(x), consideramos, para cada x, uma certa variagao
Ax # 0, e a variagado correspondente de y = f(x),

Ay = Af = f(x + Ax) — f(x).

A derivada de f(x), denotada por f’(x) (leia-se “f linha de x”) é a fungao definida
como sendo o valor limite da razdo

Af _ f(x+Ax) - f(x)
Ax Ax ’

guando Ax se aproxima indefinidamente de 0. Ou seja,

F(x) = lim 2 2 g FEA0) 20
Ax—0 AX  Ax—0 Ax

1.5 Primeiras regras para calcular derivadas

O célculo pratico de derivadas € feito por meio de varias regras de deri-

vagao, que nos poupam do calculo de limites. Faremos a partir de agora um

, z d H “ ” H H

catalogo dessas regras. Também escrevemos d_y (leia-se “de y de x”) para indi-
X

car a derivada de uma fungéo y = f(x).

Como primeira e importante regra para o célculo de derivadas, temos:



Regra 1 Se f(x) = x", sendo n inteiro positivo, entdo f'(x) = nx™.

De maneira simplificada, escrevemos (x™)' = nx™.

Observacdo 1.3 Esta regra continua valida se o expoente n for inteiro ou fraci-
onario, negativo ou positivo.

Exemplo 1.3 De acordo com a regra 1, temos

, . d
(x)" = (x") =1x1"1=x" =1, ou seja, sey = x, entdo d—z =1.
(x*)" = 2x*1 = 2x, ou seja, sey = x*, entdo % - 2x.
. . d
(x3)" = 3> = 3x%, ou seja, sey = x>, entdo d_li = 3x2.

(x73) = -3x7371 = —3x7,
(VX)' = (X1/z)/: %x%“ _ %X—UZ _ 217
(\3/)7)/:(,&)/:%&4_27(— 2

_3 =

W=

3x1/3

2
3340
E importante lembrar que xd = {/xP quando p e q séo inteiros, e q > 0.

Regra 2 A derivada de uma fungéo constante é 0, isto é,

se f(x) = ¢ = constante, entao f'(x) = (¢)’ = 0.
Regra 3 Se f(x) é uma fungéo e c é uma constante, entdo
(c-f(x)) =c-f'(x).

Ou seja, a derivada de uma constante vezes uma funcao é a constante vezes a
derivada da fungéo.

Regra 4 Sendo f(x) e g(x) duas fungdes, valem as seguintes igualdades

(f(x) +9(x))" = f'(x) + g'(x),

(f(x) = g(x))" = 1'(x) - g'(%).

Ou seja, a derivada da soma de duas fungbes é a soma das respectivas deri-
vadas, e a derivada da diferenca de duas fungbes é a diferenca das respectivas
derivadas.

Exemplo 1.4 Calcular a derivada de f(x) = 2x> — 3x°, em relacdo a x. Para tal,



aplicamos as regras previamente estabelecidas:

f/(x) = (233 - 3x°)’

= (2¢) - (3°) ((f-g)'=f"-g")
=2(x*)" - 3(x°)’ ((cf) =cf’)
=2-3x*-3.5¢ ((x™) =mx™)

= 6x% - 15x*.

Exemplo 1.5 Sendoy = -3t° + 21t% - 98, calcular a derivada %

Aplicando as regras estabelecidas anteriormente, temos que

% = (-3t°+ 21t - 98)" = —18t> + 42t.

1.6 Problemas

1. Se um objeto é lancado verticalmente para cima, com velocidade inicial
110 m/s, entédo a sua altura h(t), acima do chao (h = 0), apds t segundos,
é dada (aproximadamente) por h(t) = 110t - 5t> metros. Quais séo as
velocidades do objeto nos instantes t = 3s e t = 4s? Em que instante o

objeto atinge sua altura maxima?

2. Usando as regras de derivacao estabelecidas até agora, calcule as deriva-

das das seguintes fungdes.

(@) f(t) = -6t3+12t> -4t +7;

(b) f(t) = (3t+5)%.
Sugestao: primeiro desenvolva o quadrado, usando a férmula
(a+Db)?=a’+2ab+ b2
Se quiser deduzir esta férmula, faga (a + b)? = (a +b)(a + b), e de-

senvolva o produto.
(€) f(x) = (=22 +1)3.
Sugestao: primeiro desenvolva o cubo. (a+b)3 = a®+3a?b+3ab?+b°.

Essa férmula pode ser deduzida escrevendo-se
(a+ b)3 =(a+ b)z(a +b),
e empregando-se a férmula para (a + b)? do item anterior.



(d) f(x)=(3x*-7x+1)(x*+x-1).
Sugestédo: Primeiro desenvolva o produto.

(0) (0 - 2]

5

Respostas e novas sugestoes

1. (A velocidade instantanea do objeto, no instante t, é a derivada %)

80m/s e 70 m/s.

Em t = 11s. Sugestdo: no instante em que o objeto atinge sua altura

maxima, sua velocidade é igual a zero (o objeto para instantaneamente).

f/(t) = —18t% + 24t - 4;

(@) f'(
(b) f'(t) = 18t + 30;

() f/(x) = —48x° +48x3 - 12x;
(d) f'(x)=12x3 - 12x* - 18x + 8;
3x% - 2x

() F'(x) = =

1.7 Outras regras para calcular derivadas

Regra 5 (derivada de um produto)
(fg)" =f'g+fg’.

Regra 6 (derivada de um quociente)

(i),_ f/g_fg/
g g2

Regra 7 Sendo g uma fungdo derivavel, e c uma constante, quando g + 0, temos
(s)’ .o
g 9*’

Exemplo 1.6 Calculary’, sendoy =

x3+1
Soluggo. Aplicando a regra 7, temos
,_( 2 )’_ 23+ 1)’
volea) (x3+1)2

C-2:3x%)  —6x?
(32 (3+ 1)




Atencao! Ao calcular derivadas de expressoes fraciondrias, € desaconse-
Ihavel desenvolver o quadrado do denominador ! Tal procedimento é desne-
cessario no calculo de derivadas e € desaconselhavel quando fazemos uso de
derivadas (isso sera esclarecido nas notas mais adiante).

x3 -1

Exemplo 1.7 Calculary’, sendoy = ———.
x5+ 1

Solugao. Aplicando a formula para a derivada de um quociente, temos

y,:(x3-1)’: -1+ -(C+1)(3-1)

x3+1 (x3+1)2
U3 -3 -T)  ex?
(x3+1)? S+

1.8 Problemas

1. Utilizando regras de derivagdo previamente estabelecidas, calcule as deri-
vadas das seguintes funcdes.

4x5

(@) f(x) =

b) f(w) 2w

w3 -7’

) s(t) :t2+t]—2.

Respostas

3
(3x +2)%’
4P - 14
W7y

2
s'(t) =2t - a5

1. (a) f'(x) =

b) f'(w) =



UNIDADE 2

Retas tangentes, derivacdo em cadeia, e
derivadas de funcdes implicitas







2.1 A derivada mede inclinagoes de retas tangentes ao grafico

Veremos agora uma importante interpretagcdo geométrica da derivada, em
relagéo ao gréafico da funcédo y = f(x).

Fixado um valor %, sendo definido f(xy), seja Ax # 0 um acréscimo (ou
decréscimo) dado a xo. Sendo x; = xo + Ax, temos que a razao

Ay _ f(xo + Ax) — f(xo) _ f(x1) = f(xo)
Ax Ax X1 — X0

€ o coeficiente angular (ou inclinagéo, ou declividade) da reta r, secante ao gra-
fico da curva y = f(x), passando pelos pontos Py = (xo, f(x¢)) € P = (x1,f(x1)).
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Figura 2.1 Quando Ax tende a 0, o ponto P tem como posi¢ao limite o ponto Py, € a
reta secante Py P tera como posigéo limite a reta t, que tangencia o grafico
de f no ponto Py.

Observando os elementos geométricos da Figura 2.1, temos que quando
Ax tende a 0, o ponto P tem como posicao limite o ponto Py, e a reta secante
PoP terd como posicao limite a reta t, que tangencia o grafico de f no ponto Py.
Assim, quando Ax tende a 0, a razéo %g tem como limite a declividade da reta t,
tangente ao gréafico de f no ponto P,.

Assim, com este argumento geométrico e intuitivo, interpretamos f’(xo)
como sendo o coeficiente angular (ou a inclinagao, ou ainda, a declividade) da

reta t, tangente ao grafico de f no ponto Py = (xo, f(x0))-

Da geometria analitica, temos que a equacao de uma reta, de coeficiente
angular m, passando por um ponto Py = (xo,Yo), € dada por

Y —Yo = m(x - o).



Assim sendo, temos que a equagao da reta t, tangente a curva y = f(x) no
ponto Py = (x0,Yo) = (x0,T(x0)) € dada por

Yy -yo =f'(x0) - (x =x0) ou y=yo+f(x0)(x—x0).

Desse modo, a fungéo linear afimy = yo+f’(x0) (x—x0) € uma aproximagao

da fungdo y = f(x) quando x esta suficientemente préximo de x,.

Figura 2.2 Representacao grafica da curva y = x? e da reta t, tangente a curva no
ponto P = (-1,1).

Exemplo 2.1 Qual é a equacdo da reta t, que tangencia a parabola y = x*, no
pontoP =(-1,1)?

L d
Solugdo. Sendo y = x?, pela regra de derivacgéo 1, temos d_?c =2x. Em P, temos

x = —1. O coeficiente angular da reta t € dado por

dy
me= ol T () yeq=2-(-1)=-2

Assim, a reta t, tangente & curva y = x> no ponto P, tem equagao

y-T1=(=2)(x-(-1),

ou seja, y = —2x — 1. Assim, proximo ao ponto P = (-1,1), aretay = -2x — 1 nos
da uma boa aproximagao linear afim da pardbola y = x2. Confira isto pela Figura
2.2.



Exemplo 2.2 Determine o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da
parébolay = f(x) = 3 - 4x — x%, no ponto de abscissa (primeira coordenada) 3.
Determine a equacdo dessa reta. Em qual ponto do grafico a reta tangente ao

grafico é horizontal?

Solugdo. O coeficiente angular da reta tangente & parabola y = 3 - 4x — x%, no
ponto de abscissa 3, € m = f'(3). Como f'(x) = -4-2x, temos m = -4-2-3 = -10.

O ponto do grafico, com abscissa 3, é o ponto P = (3,f(3)) = (3,-18). A
equagao da reta pedida é y — f(3) = f'(3)(x - 3), ou seja, y + 18 = —=10(x - 3).
Simplificando esta equagéo, ela ficay = -10x + 12.

No ponto (x,f(x)) em que a reta tangente é horizontal, temos m = 0, ou
seja, f'(x) = 0. Logo, x = —2. Assim, o ponto procurado é (-2,f(-2)) = (-2,7).

2.2 Derivacao em cadeia

A regra da cadeia é uma regra de derivagdo que nos permite calcular a
derivada de uma composicdo (ou um encadeamento) de fungbes, tais como
f(g(x)) ou f(g(h(x))), conhecendo-se as derivadas f'(x), g'(x) e h'(x).

Regra 8 (regra da derivacao em cadeia, ou regra da cadeia)

Sey =1(g(x)), fazemos y = f(u) eu = g(x), e entdo

r_dy _dy du
Cdx du dx’

Outra forma da regra da cadeia é a seguinte:
Sendoy = f(u), entdoy’ = f'(u) -u’, ou ainda

y' =[f(g(x)]" =f(g(x)) - 9" (x).

Observacao 2.1 (as diferentes formas da regra da cadeia sao equivalentes)

Quando y = f(u) eu = g(x) a regra da cadeia nos diz que

dy _dy du

dx  du dx f(u)-u' =f'(g(x))-g'(x).

Exemplo 2.3 Calcular a derivada de y = (x*> +x - 1)'°. Para aplicar a regra da
cadeia, primeiramente escrevemos

yzu]o, u=x>+x-1.



Aplicando derivagdo em cadeia, temos

dy dy du
dx du dx
=101’ - (3x% +1)

=100 +x - 1)?(3x* + 1).

Regra 9 (importante consequéncia da derivacao em cadeia)
Sey = [f(x)]", entao

y =n[f()]"" (%)
De modo mais simples, sey =u", sendo u uma fungdo de x, obtemos

H, - nun—] . u/'

Esta regra € verdadeira se n € inteiro ou fracionario (numero racional),

positivo ou negativo.

Justificativa: sendo y = [f(x)]™, podemos escrever y = u™, sendo u = f(x).

Pela regra da cadeia, obtemos

dy_dy du_ n-1 /
ax  du dx bt

ou seja, ([f(x)]™)" = n[f()]" - ' (x).

Exemplo 2.4 Calcular jy

—Z, sendoy = [(x*+1)10+1]3.
X

Solugdo. Aplicando a Regra de derivagéao 9 varias vezes, temos a solugéo:

Yo (@ 1y

=8[(x*+ )OI [+ )10+ T)
=8[(x*+ )10+ 1] - [(x*+ 1))
=8[(x*+ 1)1 +1)710(x%+ 1) - (x* + 1)’
=80[(x*+ )10+ 1)7(x* +1)7 - 2x
=160x[(x* + 10+ 177 (% +1)°.

Exemplo 2.5 Calcular a derivada de f(x) = ¥/3x% + 3x + 5.

Solugdo. Temos f(x) = (3x* + 3x +5)3.



Aplicando a Regra 9, temos

/(x) = [(3x* + 3x +5)3]’
1

= §(3X2 +3x +5)_%(3x2 +3x+5)’

= %(?m2 +3x+5)_%(6x+3)
= (3x* +3x+5)_§(2x+ 1)
2x+1 2x+1

(3x2+3x+5)23 3 (3x2 +3x+5)2

2.3 Problemas

1. Escreva a equacéo da reta tangente & curva y = x> - 3x> - x + 5 no ponto

de abcissa x = 3.

. L , - d
2. Aplicando derivagdo em cadeia (quando necessario), calcule d_:Jc nos se-

guintes casos:

5 4
(a) y:(%3+1) +(%2+1) .
(b) y=(x*-3x+8)3.

(c) 1J=(Xz+1)4-

3. Calcule as derivadas das seguintes fungdes.
(a) f(x) = v/8x3+27.

4
(912 +16)2/3°

4. Em cada item, determine (i) a equacgao da reta tangente a curva dada no

(b) f(t) =

ponto P indicado, e (ii) os pontos da curva em que reta tangente a ela é

horizontal.
(@) y=(4x*-8x+3)*, P=(2,81).
(b) y=(2x-1)"°, P=(1,1).

Respostas e sugestoes

1. y-2=8(x-3),0uy=8x-22.

3 4 2 3
2. (a) %:SXZ(%+1) +4x(%+1),

(b) y =3(x? - 3x +8)*(2x - 3),



dy (7 +1)

©) dx  (x2-1)>"

8x?2

J/(8x3 +27)2

3. (a) f/(x) = 8x2(8x3 +27) 23 =

(b) (t) = a8
(92 +16)°

= . . . 4 2 _2/3

Sugestdo: Primeiramente, faga f(t) = m =4(9t° +16)77/°.

4. (a) (i)y-81=864(x-2), (i) (1,1), (1/2,0) e (3/2,0).
(b) (i)y—1=20(x-1), (ii) (1/2,0).

2.4 Derivadas de funcoes dadas implicitamente

Muitas vezes, duas variaveis x e y sao tais que y depende de x, ou seja, y
€ uma fungéo da variavel x, mas em lugar de uma férmula y = f(x), temos uma

equacao F(x,y) = c, inter-relacionando ambas as variaveis, tal como no exemplo

x> +y3 :xzyz +Xx+y.
Nem sempre € possivel resolver a equacao dada em y, ou seja, “isolar’ y
no primeiro membro da equagéao, expressando explicitamente y como fungéo de

X.

. . : d
No entanto, é (quase sempre) possivel obter a derivada d_y para x = xg €
X
Yy = Yo, S€ 0 ponto (xq,yo) pertencer a curva, isto é, se ele satisfizer a equacao
dada.

Para isto, derivamos ambos os membros da equagao F(x,y) = c, conside-
rando y como func¢do de x, e usamos as regras de derivacdo, bem como a regra
da cadeia quando necessario. Depois disto, isolamos y’ no primeiro membro da

equacao obtida.

Exemplo 2.6 Obter j_y a partir da equacdo x> +y> = x*y* + x +y, por derivagdo
X
implicita.

X3+y3 =X2y2+X+y,

() = (Py? +x+y)
3x% +3y%y = (X*y?) + 1+,
3X2+3y2y/: (X2)1y2+xz(y2)/+] +y/)
3x% +3y%y = 2xy +x% - 2yy’ + 14y,



Daqui obtemos y’, deixando no primeiro membro somente os termos comy':

3Py’ - 2x*yy’ -y’ = 1+ 2xy® - 3%,
(By? - 2x*y - 1y’ = 1+ 2xy? - 3x%,
Y = T+ 2xy% - 3x%
3y - 2x2y - 1°
Exemplo 2.7 Obter a reta tangente a curva x> + y®> = x*y%> + x +y, no ponto
P = (1,0) dessa curva.
Note que o problema so faz sentido porque o ponto (1,0) de fato pertence
acurva: 13+0>=12.0*+1+0.

. d e . ~
Primeiro obtemos d—y por derivacdo implicita, a partir da equacéo da curva.
X

o . 1+ 2xy? - 3x?
Isto ja foi feito no exemplo anterior, em que calculamosy’ = _TexYy Tox
3y? - 2x%y -1

O coeficiente angular da reta tangente procurada é

dy _1+2xy2—3x2 _1-3

= "= =——=2.
-1 2252y — 1 |xe _
dx s 3ys - 2x4y -1 y:g) 1

0
Desse modo, a reta procurada tem equagdoy -0 =2(x-1), ou seja, y =

2x — 2.
Assim sendo, préximo ao ponto P = (1,0), a curvax® +y° = x*y% +x+y pode

ser aproximada pela retay = 2x — 2.

2.5 Problemas

1. Determine y’ sendo y uma fungao de x dada implicitamente pela equagéo

(@) 23 +xX’y+y’=1;

1 1
(b) ;4‘1?:1.

2. Verifique primeiramente que o ponto P pertence a curva dada (isto &, satis-
faz a equacéo dada) e, usando derivacao implicita, determine a equacgéo

da reta tangente a curva no ponto P.

(@) xy=-16, P=(-2,8);
(b) 2x3 -x*y+y>-1=0, P=(2,-3).

Respostas

—(6x% + 2xy)
1. o 222 22
@y x2+3y?






UNIDADE 3

Limites (calculo e significado)






Célculos de limites sdo importantes ferramentas auxiliares no estudo de
funcoes e seus graficos. A definicdo formal de limite € matematicamente sofis-
ticada. O leitor interessado podera encontra-la em textos universitarios sobre
calculo. Faremos uma exploracao intuitiva do conceito de limite e de suas pro-

priedades, apenas por meio de exemplos e interpretacdes graficas.

3.1 Introducao intuitiva ao calculo de limite
Nesta secéo, estudaremos os primeiros exemplos de limites.

Exemplo 3.1 Considere a fungéo f(x) = 2x+3. Quando x assume uma infinidade
de valores aproximando-se mais e mais de 0, 0 numero 2x + 3 assume uma
infinidade de valores, aproximando-se de 2-0+ 3 = 3. Dizemos que o limite de
f(x), quando x tende a 0, € igual a 3, e escrevemos

limf(x) =lim(2x +3) =2-0+3.
x—0 x—0
Exemplo 3.2 Aqui temos uma lista de outros exemplos intuitivos.

1. imx=a (aeR).
X—=a

2. limx"=a" (neN, aeR).
Xx—=a

1

3. Sendop(x) = anx™+an_1x™ ' +---+ ayx + ag, cOm 0s coeficientes an, ..., ay
P

todos reais,

X111)1(1 P(X) = AnXF + an_gxy!
—>X0

+e+aixg + o = p(xo)-

Bo3 ImC-3) o3 g3

1‘ = = = =
22 + 1 m(2+1) 241 4+
X—)

Definicao 3.1 Nos exemplos anteriores, de limites de f(x), com x tendendo a
X0, tivemos sempre x, no dominio da fungéo f(x) e Xlilil f(x) =1f(xp).
—Xo0

Quando isto ocorre, dizemos que a fungéo f(x) é continua no ponto x.

No préximo exemplo, temos um limite em que x — xp, mas xy nao esta no
dominio de f.

3

Exemplo 3.3 Calcular lim X

x—>2 X —




Solugdo. Note que, sendo f(x) = % temos que 2 ¢ Dom(f). Quando x se

aproxima de 2, x> se aproxima de 8. Um célculo direto nos da entéo

limx3—8_23—8_9
x>2x-2 2-2 0

Este resultado, 0/0, € um simbolo de indeterminagdo, ocorrendo em uma
tentativa de calcular um limite. A ocorréncia desta expressao significa que o
limite ainda n&o foi calculado.

Para contornar o simbolo de indeterminagao 0/0, neste exemplo fazemos

uso da férmula de fatoragéo x* — a3 = (x - a)(x? + ax + a?):

x> -8 ; (x-2)(x* +2x +4)

}clf% x-2 :}c—lg x-2
L (e—2)(x% + 2x + 4) .
_}(13 p— (pois x =2 +0)
= lim(x? + 2x + 4)
x—2
=2242.2+4=12,

Exemplo 3.4 (calculo de um limite com mudanca de variavel) Calcular

o x+1-1
lim ——.
x—0 X

Um célculo direto nos da 0/0, uma indeterminagao.
Fazendoy = v/x+ 1,temos y> =x + 1, e portanto x = y> - 1.

Quando x tende a 0, y tende a 1 (em simbolos: se x - 0, entdoy - 1). E

ai temos
L Vx+1-1 . y-1
].l — = 1IN
x—0 X y-1 y3 -1

y-1 . 1 1

t Slim—— - -,
glﬂ(y—1)(y2+y+1) y1£11192+y+1 3

3.2 Limites infinitos; limites quando x — oo

, - 1 _ )
Consideremos agora a fungéo f(x) = —. Temos que o dominio de f € o
X
conjunto dos numeros reais diferentes de 0, isto €, Dom(f) =R - {0}.
Observe a Tabela 3.1. Na primeira coluna da Tabela 3.1, temos valores de

x cada vez mais proximos de 0. Na segunda coluna, notamos que os valores

de x? estdo ainda mais proximos de zero do que os valores de x. Assim temos

. Na dltima coluna, vemos que os valores correspondentes de f(x) =
xX—>

1/x* tornam-se cada vez maiores.



Tabela 3.1

Valores de x cada vez mais proximos de 0, e correspondentes valores de

2 ede f(x) = L.
X x? f(x) = )3—2
+1 1 1
£0,5 0,25 4
+0,2 0,04 25
+0, 1 0,01 100
+0,01 0,0001 10000
0,001 | 0,000001 | 1000000

Dizemos que o limite de f(x), quando x tende a 0 é “+ infinito”, e escreve-

mos

liné f(x) = +00 OU s€ja,
X—

lim — =
x—0 XZ

1

=+00 |

A interpretagdo geométrica de liné Q—z = +oo pode ser visualizada na Figura
X—=>

3.1.

Tabela 3.2 Tabela de valores de x cada vez maiores, e correspondentes valores de x>

e de f(x) = .
X x2 f(x) = )3—2
1 1 1
2 4 0,25
5 25 0,04
10 100 0,01
100 | 10000 0,0001
1000 | 1000000 | 0,000001

Agora observe a Tabela 3.2. Notamos agora que, a medida que x cresce

indefinidamente, assumindo valores positivos cada vez maiores, f(x) = — torna-
X

se cada vez mais proximo de 0. Isto também é sugerido pela Figura 3.1.
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Figura 3.1

Grafico de f(x) = 2

aproxima de 0, y = X‘—z torna-se cada vez maior.

1
Temos lim — =

+00, OU Seja, a medida que x se
x—0 X2

Também lim lz =0,
X—>+00 X

ou seja, a medida que x cresce, tomando valores cada vez maiores, X‘—z

. . . 1
aproxima-se de 0. E ainda lim — =0.

X——o00 X2 -

Neste caso, dizemos que o limite de f(x), quando x tende a “+ infinito”, é

igual a 0, e escrevemos

Na segunda coluna da Tabela 3.2 também ilustramos:

lim x% = +o0|.

Também visualizamos os fatos:

X—>+00
. 2 . 1
lim x“=+oc0|€| lim —2:0.
X—>—00 X—=>—00 X

Com estes exemplos simples damos inicio a nossa algebra de limites.

Ao

calcular limites podemos fazer uso da seguinte “tabuada”:

(+00) + (+00) = +00,

2

(£00)” = +00,

(+00)3 = +00,

(_Oo)(inteiro positivo par) _ +00,
1

— =0,

+00

+00 + ¢ = +o0 (c constante),

+o00, sec>0
c-(+00) = )

—o0, sec<0

(w20) + (~o0) = o0,
(+00)(—00) = —o0,
(_00)3 =00,

(_oo)(inteiro positivo impar) _ —00,

—oo + ¢ = —oo (c constante),

+00, sec<0
C-(—oo): )

—o0, sec>0



+00 +o0, sec>0 —o0 +o0, sec<0
)

—o0, sec<0 —o0, sec>0

Mas atencao! Cautela com essa nova “aritmética”! Os “resultados”

+00
+00?

(+00) = (+00), (—00)+ (+00), € 0-(x00),

sao novos simbolos de indeterminagdo. Nada significam como valores de limi-
tes. Se chegarmos a algum deles no calculo de um limite, teremos que repensar

o procedimento de calculo.

Exemplo 3.5 Calcular Xli?m N

Solugdo. Uma substituicao direta nos da

.32 -2x-1 +oo—(+00) -1
lim = .
x40 X3 +4 +oo +4

Para evitarmos os simbolos de indeterminacao, quando x — +co, coloca-

mos em evidéncia as poténcias de x de maior grau, no numerador € no denomi-

nador.
32 2x - x*(3-2-1) 3-2-4
lim 3 1 = lim 1
X—>+00 x> +4 X—>+00 X?’(] + _3) X—>+00 X(] + 3
3-E-L 3-0 3

T roo(1+ L) 4o0-(1+0)  +oo

Exemplo 3.6 Calcular lim (x° —x3).

Temos lim (x> =x3) = (~00)% = (m0)3 = (-=0) = (-00) = (=00) + (+00),
portanto chegamos a um simbolo de indeterminacéo.

Podemos no entanto fazer

lim (x° -%3) = hm X’(1-L)=(~0)’-(1-0) = -0

X—>—00

Nos limites da forma hlin % em que p(x) e q(x) sao polinbmios em x,
X—>+00

prevalecem os termos de maior grau de ambos os polinémios, ou seja, se

p(x) = anx™ + XV e+ ax + ag,

x) = bmx™ + b1 x™ " 4+ o+ byx + by,
q

entao

lim p(x) = lim a,x",

X—>+00 X—>+00



p(x) : anx"

lim —= = lim .
X—>£00 q(x) x—xo00 b xM

Por exemplo, nos exemplos que acabamos de estudar, bastariamos fazer

C3xE-2x -1 32 . 3)/ 3 3
lim ———— = lim — = lim _—
X—>+00 x34+4 x—>+oo X3 X—+00 5 )(Z X—>+00 X  +00

lim (x> -x*) = lim x° = (o00)’ = —oc0.
X—>—00

X—>—00

Mas atengdo. Isto s6 vale para limites envolvendo polindmios, e somente
quando x — +oo.

3.3 Problemas

1. Calcule os limites.

2 2 3 3
x- -4 . X —x . (x+h)>=x
; b) lim ———; (¢) lim —FF——;

’ ()x112x2+5x—7’ ()hlao h ’

o ‘ ‘ . . x>+8
(@ lim (+3)(x=4); (e) lm 15 U S TS

2. Calcule os limites.

332
(@) lim 2x+3 (b) Ii x4+ 1

LT im )
x—>+00 X + /X Xo400 x+1

22 -x+3 . (2x+3)%(2-3x)?
(C) x1—1>£-noo x3 —8x — 5’ (d) x1—1>I-Poo x2+5 ’

Respostas e sugestoes

1. (a) 4; (b) 1/9. Sugestdo: 2x* +5x -7 = (2x +7)(x = 1); (c) 3x%;
(d) 5v/2 - 20; (e) 15; (f) —=3/8. Sugestdo: x> + a® = (x + a)(x* - ax + a?).

2. (a) 2. Sugestdo: 3/x = x'/*. No numerador e no denominador, coloque
3/ 5 1
em evidéncia as poténcias de x de maior grau; (b) 0. Sugestao: K24l

x+1
H (c) 0; (d) 72.




3.4 Algumas interpretacoes geométricas de limites

Na Figura 3.2 temos 0 esboco de um grafico de uma funcao definida no

conjunto

R - {xo}, ou seja, apenas para x # xg, para a qual lim f(x) = a e lim f(x) =b =
X—=>X0 X—>X1

f(x1).

Ay
y =f(x)
o 7
\\/|
|
bj—————— r——————-
| |
| |
| |
0 X, X, X

Figura 3.2 Para a fungdo f(x) aqui representada graficamente,
lim f(x) =b="f(x1).

X=X

lim f(x) = a e

X=X

Na Figura 3.3 temos o0 esbo¢co de um grafico de uma funcao definida em
todo o conjunto R, para a qual Xhlfl f(x)=ae Xli{n f(x) =b.

Figura 3.3 Para esta fungéo f(x), lir+n f(x)=ae lim f(x)=b.

Na Figura 3.4 temos o0 esbo¢co de um grafico de uma funcao definida em
R - {a}, para a qual lim f(x) = +oo.
X—=>a
Na Figura 3.5 ilustramos o esbog¢o de um grafico de uma funcao definida

em R - {a}, para a qual limf(x) = -o0, lim f(x)=be 11131 f(x) = —oo.
Xx—a X—>—00 X—>+00



ﬂy

y = f(x)

o +—————————— ———— — —

< ¥V

Figura 3.4 Para esta fungéo f(x), lim f(x) = +co.

AY

N

a
:
|
|
: y = ()
|
|
|
|
|
|
|

Figura 3.5 Para esta fungéo f(x), lim f(x) = —co € lim f(x) =Db.

X—>—o00

3.5 Limites laterais

Para cada numero real x define-se o0 modulo ou valor absoluto de x como

sendo

x sex2>0,
x| =
-x sex<0.

Por exemplo, |\v/2| = /2, |+ 3| =3, |-4| =4, |0 = 0.

Para apresentar o conceito de limites laterais, consideraremos a fungéo

f(x)=x+ X

[X]

O dominio de f(x) é o conjunto R - {0}.



Se x > 0, |x] = x e portanto f(x) = x+1. Se x < 0, |x| = —x e portanto

f(x) =x—1. O grafico de f é esbogado na Figura 3.6.

AY

2__

\

Figura 3.6 Esboco do graficodey =x+ |%|
Se x tende a 0, mantendo-se positivo (> 0), f(x) tende a 1. Se tende a 0,
mantendo-se negativo (< 0), f(x) tende a -1.
Dizemos entéo que o limite de f(x), quando x tende a 0 pela direita, € igual
a 1, e denotamos
X11)r(1)1+ f(x) =1.
Dizemos também que o limite de f(x), quando x tende a 0 pela esquerda,

€ igual a -1, e denotamos

lim f(x) =-1.
x—0~

De um modo geral, se x, esta no interior ou é extremo inferior de um inter-

valo contido em Dom(f),

lim f(x) significa lim f(x),
X=xg oxg

lim f(x) significa lim f(x).
= o

Exemplo 3.7 (limites laterais com valores infinitos)

Consideremos agora a fungéo f(x) = 1/x. Temos

Dom(f) = R - {0} =] - c0,0[ U ]0, +oo[.



y=1/x

Figura 3.7 Gréaficodey=1/x.

No esbogo do gréafico de f, Figura 3.7, ilustramos a ocorréncia dos limites

laterais
) ) L1
lim — =1lim — = +o00, lim — =1lim — = —o0.
x—=>0+t X x—=0 X x=0" X x—=0 X
x>0 X<

(Também ilustramos que lim 1= lim 1=0)
Xx—+o00 X x—>—o00 X

Neste caso, é conveniente denotar, introduzindo novos simbolos em nossa

algebra de limites,

Observacao 3.1 Em geral, dizemos que

lim f(x) = 0", se

X—=>X0

(i) lim f(x) =0, e

X—=>X0

(ii) f(x) > 0 quando x esta suficientemente proximo de x.

Dizemos que

lim f(x) =07, se

X—=>X0
(i) lim f(x) =0, e
X—=>Xo

(ii) f(x) < 0 quando x esta suficientemente proximo de x.

Nossa algebra de limites passa a contar agora com 0s seguintes novos

resultados:



c +o0o sec>0 c -o0 sec>0
0* -0 sec<0 0 +o0 sec<0
Também é facil concluir que
+ 00 + 00 —00 —00
= 400, —— = —09, — = —09, e — =400
0+ 0- 0+ 0-
Exemplo 3.8
(i) lim(x - 1)% = 0%, portanto lim ——— = L
x—1 ’ x—1 (X— 1)2 o+ ’
2x — -
(i) Tim 22 2 23 L o
x=>0t X o+
iy s 5 5 N
(111) xEEﬂoo X_—:)) = +T.o =0".
x+2

Exemplo 3.9 Calcular lim —— e —_
P A k12 S )1 2]

Solugdo. Observe que x + 2 > 0 se e somente se x > —2.
Assim sendo, se x > -2, temos x +2 >0 e entdo |x + 2| = x + 2.
Por outro lado, se x < -2, temos x + 2 <0 e entdo |x + 2| = —-(x + 2).

Assim sendo, temos

xX+2 x+2
Im ———=11Imn ——— = 11lm —— =
x—>-=2% |X + 2| x—>-2 |X + 2| x=-2X+2 x->-2
x>-2 x>-2

im x+2 im x+2 im
X—>—2- |X + 2| B x—>-2 |X + 2| B x—-2 —(X + 2) B
x<-2 x<-2

Observacgao 3.2 Se a fungdo f(x) esta definida para valores de x proximos de
Xo € abaixo de xy, e também para valores de x préximos de xy € acima de xy, a

afirmacéo

lim f(x) =a
X—=>Xo

€ equivalente a afirmacao, simultanea, de que

lim f(x) =a e lim f(x) = a.

+ —
X*>X0 X%XO



3.6 Continuidade, diferenciabilidade, e graficos

Observacao 3.3 (o grafico de uma funcao continua em [a, b))

Vimos anteriormente que a fungdo f(x) = x + x/|x| tem limites laterais diferentes
no ponto xy = 0, sendo xlixg f(x)=1e Xli%l_ f(x) = —1. Assim, conforme podemos
visualizar na Figura 3.6, o grafico de f apresenta um “salto” no ponto 0.
Também a funcéo f(x) = 1/x tem um salto no ponto 0. Agora porém o salto
¢ infinito, sendo th:r(x)1+ f(x) = +oc0 € Xli%l— f(x) = —oo.
Quando uma fungéo f(x) é continua nos pontos de um intervalo [a,b], a

curvay = f(x), a < x < b, grafico de f no intervalo [a,b], ndo apresenta saltos.

Intuitivamente falando, quando f(x) € continua nos pontos de um intervalo
[a,b], podemos tragar o grafico, ligando o ponto inicial A = (a,f(a)) ao ponto
final B = (b, f(b)), sem tirar o lapis do papel, tal como na Figura 3.8.

A

f(b)

f(@)

Figura 3.8 f é continua e diferenciavel (derivavel) no intervalo [a, b].

Observacao 3.4 (uma funcao continua nem sempre tem derivada)

f(b)

f(@)+

Figura 3.9 f é continua no intervalo [a,b], mas ndo tem derivadas nos pontos c e d.

Na Figura 3.9 temos o osbogo do grafico de uma fungdo continua no in-

tervalo [a,b] que, no entanto, ndo tem derivada em dois pontos (valores de x)



desse intervalo. Nos pontos correspondentes ac e d, os graficos formam “bicos”

e néo se definem retas tangentes ao grafico de f.

Quando a fungao é diferenciavel no intervalo |a,b[, o seu grafico é uma

curva “suave’, tal como ilustrado na Figura 3.8.

3.7 Problemas

|
|
y |
y |
|
|
|
|
|
|
|
o] 4 1 2L T~ X
/ |
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/ |
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Figura 3.10 Grafico para o problema 1.

1. Na Figura 3.10 esta esbogado o grafico de uma funcdo y = f(x). Complete

as igualdades:

(@) Tim f(x) = (b) Tim f(x) = (©) Tim f(x) -
(d) ILI% f(x) = (e) lir(x){ f(x) = (f) lir(lgl+ f(x) =
(9) lim f(x) = (h) lim f(x) =

2. Em que pontos a fungdo f do problema anterior € definida? Em quais

pontos é continua?

3. Calcule os limites laterais

@ tim X by 1im T (@) tim
X—=TT X]— Tt x—>mt X — 7T x—8 X — 8
(d) lim ——; (e) lim Vx-2.
x=>8t x -8 x—2+

4. Para as fungdes f(x) abaixo, calcule os limites lin%+ f(x), lin; f(x) e diga
se existe o limite lim3 f(x). Diga também se f € continua no ponto -3.
-



@ ()= | 2-3 sex<-3

Ux+2 sex>-3

(b) £(x) = 2 sex<-3

4+x sex>-3

Respostas e sugestoes

1. (@) —o0; (D) =1/2;  (c) +o0; (d)O; (e) =15 (f)-1; (9)-1/2;
(h) —oo.
2. Afuncéo f é definida em R - {1}. E continua em R - {1,2}.

3. (@) -1; (b)1; (c)—-oco; (d)+oo; (€)O0.

4. (a) lim f(x)= lim Jx+2=-1,
x—>-3* x—>-3+
. BT 1
XE{%_ f(x) = XE{%_ 75 = 1/11.

Nao se define (ndo existe) o limite lim3 f(x). Temos f(-3) = -1, mas
X

como nao existe lim3 f(x), f n@o é continua no ponto -3.
X—>—
(b) lim f(x)=1, lim f(x)=1, lim f(x)=1.
x—>-3+ X—-3" x—-3

Logo, f é continua no ponto -3 pois lim3 f(x) = f(-3).



UNIDADE 4

Desenhando graficos de fungdes, por meio
de limites e derivadas







As figuras séo parte essencial desta unidade. Todas as definicoes e propri-

edades devem ser estudadas e confrontadas com as figuras que as interpretam.

4.1 Crescimento e decrescimento

Definicao 4.1

1. Dizemos que a fungdo f(x) é crescente no intervalo 1 se, nesse intervalo,

quando x aumenta de valor, f(x) também aumenta de valor.

2. Dizemos que a fungdo f(x) € decrescente no intervalo 1 se, nesse intervalo,

quando x cresce em valor, f(x) decresce.

fo)p——————————=
f—————=

f(xy)

f(x) cresce

|
|
|
|
|
|
X

/0 X1 2 X

guando x cresce

Figura 4.1 f é crescente em um certo intervalo 1.

f(xy)
f(x)

f00)

f(x) decresce

0

guando x cresce

Figura 4.2 f é decrescente em um certo intervalo I.

Teorema 4.1 Suponhamos que f é continua no intervalo fechado [a,b] e tem
derivada nos pontos do intervalo aberto |a,b[.

1. Se f'(x) > 0 nos pontos do intervalo aberto |a,b[, entédo f é crescente no
intervalo fechado [a,b].



2. Se f'(x) < 0 nos pontos do intervalo aberto |a,b[, entdo f é decrescente
no intervalo fechado [a,b].

a I
[

Y W—

Figura 4.3 Se a derivada f'(x) se mantém positiva quando a < x < b, 0s coeficientes
angulares das retas tangentes ao grafico sdo sempre positivos, € assim a
funcéo é crescente no intervalo [a, b].

- 1T

Figura 4.4 Se a derivada f’(x) se mantém negativa quando a < x < b, as retas tan-
gentes ao gréfico sdo inclinadas para a esquerda, e assim a funcéo é de-
crescente quando a < x < b.

Note que as hip6teses do Teorema 4.1 nao requerem que a fungao f(x)
tenha derivada nos extremos a e b do intervalo [a, b].

Defini¢ao 4.2 (pontos de maximo e pontos de minimo locais)

Um ponto xy, no dominio da fun¢do f, € um ponto de minimo local de f
se existe um intervalo [a,b] contido no dominio de f, com a < xy < b, tal que
f(x) > f(xo) para todo x em [a,b].

Assim, xy sera um ponto de minimo local de f caso existam intervalos

[a,x0] € [x0,b] contidos em Dom(f) tais que f é decrescente em [a,xy] € €



crescente em [xo,b]. Veja a Figura 4.5.

f(xo) -

|
|
|
|
T
|
1

a

Figura 4.5 x, € um ponto de minimo local. Se f tem derivada em x¢ entéao f’(xo) =0,
pois a reta tangente ao grafico no ponto (xo, f(xo)) deve ser horizontal.

Se f(x) < f(xp), para todo x em [a,b], xo € um ponto de maximo local de f.

Assim sendo, xo sera um ponto de maximo local de f caso existam inter-
valos [a,xo] e [xo,b] contidos em Dom(f) tais que f é crescente em [a,xy] €
decrescente em [xq, b]. Veja a Figura 4.6.

w Wi
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0 b

Figura 4.6 x, € um ponto de maximo local. Se f tem derivada em x, entédo f'(xq) = 0
pois no ponto (xo,f(xo)) a reta tangente ao grafico deve ser horizontal.

4.2 Derivadas de ordem superior

Sendo f uma funcéo, definimos f” (Ié-se “f duas linhas”), a derivada se-
gunda ou segunda derivada de f, como sendo a derivada da derivada de f, ou
seja,

() = (f'(x))".

Outras maneiras diferentes de escrever a segunda derivada de y = f(x)

dy d (dy
£(x) = £ :—:—(—).
() (x) dx?  dx \dx



dzy

A notacdo — ¢é lida “de dois y de x dois”.
dx?

Analogamente, define-se a terceira derivada de f(x):

Ay d (d%y
£ :f(3) = (f" r- 2 - | 2.
()= 190 = (1"00) = 5 = | 53

Para cada n > 2, a derivada de ordem n, de f(x) é definida e escrita de
diferentes formas:

dn d dn—]
M (x) = (FD(x)y = Y - 4 Y
) = (f (x)) dxn dx (dx”‘1 ) '

4.3 Concavidades do grafico

Definicao 4.3

1. O gréfico de y = f(x) é céncavo para cima (ou tem concavidade voltada
para cima) no intervalo aberto 1 se, exceto pelos pontos de tangéncia, a
curvay = f(x) esta, nesse intervalo, sempre no semiplano acima de cada

reta tangente a ela nesse intervalo (veja a Figura 4.7).

2. O gréfico de y = f(x) é concavo para baixo (ou tem concavidade voltada
para baixo) no intervalo aberto 1 se, exceto pelos pontos de tangéncia, a
curvay = f(x) estd, nesse intervalo, sempre no semi-plano abaixo de cada

reta tangente a ela (veja a Figura 4.8).

Figura 4.7 Neste grafico a curva y = f(x) € concava para cima, para valores de x
em um certo intervalo aberto I. Neste caso, a inclinagdo da reta tangente
ao grafico, no ponto (x,f(x)), aumenta a medida que x cresce, ou seja, a
derivada f'(x) é crescente em I, e assim (f'(x))’ > 0, ou seja, f”(x) > 0.



Figura 4.8 Neste grafico a curva y = f(x) é cbncava para baixo, para valores de x em
um certo intervalo aberto I. Neste caso, a inclinacao da reta tangente ao
grafico diminui a medida que x cresce, ou seja, a derivada f’'(x) é decres-
cente em [, e assim (f'(x))’ <0, ou seja, "' (x) < 0.

Teorema 4.2 Sendo f(x) derivavel duas vezes nos pontos do intervalo aberto 1,

1. Se f”(x) > 0 para todo x € 1, a curvay = f(x) é céncava para cima no

intervalo 1.

2. Se f""(x) < 0 para todo x € 1, a curvay = f(x) é cdncava para baixo no

intervalo 1.

Defini¢ao 4.4 (pontos de inflexao da curva y = f(x))

Um ponto P = (xq,(x0)) € um ponto de inflexdo da curvay = f(x) se, ao
menos em um pequeno intervalo, esta curva é cbéncava para cima antes de xo,
e é concava para baixo depois de x,, ou vice-versa. Além disso a curva deve ter

reta tangente no ponto P.

Isto quer dizer que o ponto P = (xq,f(x9)) € um ponto de mudanga do

sentido de concavidade do grafico de f. Veja Figura 4.9.

P

| Xo X

Figura 4.9 P é um ponto de inflexdo do grafico de f. Nesta ilustragéo, a curva y = f(x)

€ cOncava para baixo antes de xo, € concava para cima depois de xo.

Tendo em vista o resultado do Teorema 4.2, se f''(x) é continua, os candi-

datos a pontos de inflexdo séo os pontos (x, f(x)) para os quais f”(x) = 0.



Exemplo 4.1 Como primeiro exemplo, consideremos a fungédo f(x) = x* - 3x.

Temos f'(x) = 2x -3 e f”(x) = 2. Assim, f e suas derivadas f’ e " sdo

todas continuas em R.

Analisando a variagao de sinal de f’(x), deduzimos:
f'(x) >0 2x-3>0 < x>3/2,

onde o simbolo < significa “se, e somente se”. Assim, f(x) é crescente no
intervalo x > 3/2, ou seja, no intervalo [3/2, +oo[.

Por outro lado, f(x) é decrescente no intervalo |- o0, 3/2].

Desse modo, em x = 3/2, temos um ponto minimo local, que acontece ser
o ponto de minimo de f(x). Note que '(3/2) = 0, pois se x; € um ponto de
maximo ou minimo local, de uma fungéo derivavel, a reta tangente ao grafico
em (xo,f(x0)) deve ser horizontal.

Como f”(x) = 2 > 0 para todo x, o grafico de f tem a concavidade sempre
voltada para cima.

Com os elementos deduzidos anteriormente, notando que f(3/2) = -9/4, e
que 0 e 3 sdo as raizes de f (solugdes da equacao f(x) = 0), temos o esbogo da
curva y = x? - 3x na Figura 4.10.

by

oL :
Q)4 '

Figura 4.10 Grafico da fungéo quadratica f(x) = x? - 3x.

Exemplo 4.2 Consideremos agora a fungéo f(x) = x> - 3x%.

Temos f(x) = 3x* — 6x e f"(x) = 6x — 6. Assim, f e suas derivadas f' e f”

sdo todas continuas em R.



Analisando a variagao de sinal de f’(x), deduzimos:
f'(x) =3x(x-2)>0 <= x<00oux>2.

Faremos entdo um diagrama de sinais da derivada. Neste diagrama indi-
camos os intervalos em que a derivada de f(x) é positiva (+) ou negativa (-)
e, simultaneamente, indicamos os intervalos nos quais f(x) é crescente (), e
aqueles nos quais f(x) é decrescente (\). Indicamos também pontos de minimo
locais e pontos de maximo locais de f(x).

y'=0 y'=0
y' + 0 - 2 +
o— —e >
y =f(x) A pontode N pontode ¥ x
maximo minimo
local de f local de f

Assim, f(x) é crescente no intervalo |- c0,0] e também é crescente no
intervalo [2,+oco[, sendo decrescente no intervalo [0,2]. Desse modo 0 é ponto
de maximo local de f e 2 é ponto de minimo local. Repare que 0 e 2 séo raizes de
f’(x). Assim, nos pontos (0, f(0)) = (0,0) e (2,f(2)) = (2,-4) as retas tangentes

ao gréfico de f sdo horizontais.

y

w
\

= ———————

—_———————e e —

Figura 4.11 Esbogo da curva y = x3 - 3x2.

Analisando a variagao de sinal de " (x), temos

f'(x)=6x-6>0<x>1.



Assim, acurvay = x> -3x2, gréfico de f, tem concavidade voltada para cima
quando x > 1, e para baixo quando x < 1. O ponto P = (1,f(1)) = (1,-2) é um
ponto de inflexdo do grafico.

Com os elementos deduzidos anteriormente, notando que 0 e 3 sdo as

raizes de f (solugbes da equacéo f(x) = 0), temos o esbogo da curva y = x> -

3x? na Figura 4.11, no qual levamos em conta também que lim f(x) = +co €
X—+00

lim f(x) = —oo0.

X—>—00

4.4 Problemas

Cada uma das fungdes f(x) dadas a seguir tem como dominio todo o con-

junto R. Para cada uma delas,

(a) Calcule f'(x) e, analisando em um eixo os sinais de f’(x), determine os

intervalos em que f é crescente e aqueles em que f é decrescente.

(b) Determine os pontos de maximo locais e os pontos de minimo locais de f,

bem como os valores de f(x) nesses pontos.

(c) Calcule f"(x) e, analisando em um eixo os sinais de f”(x), determine os
intervalos em que a curva y = f(x) é céncava para cima e aqueles em que
ela é concava para baixo.

(d) Determine os pontos de inflexdo da curva y = f(x).

(e) Calcule os limites lim f(x) e lim f(x).

X—>+00 X—>—00

(f) A partir dos dados coletados acima, faga um esbogo do gréfico de f.

1. f(x) = —x% + 2x + 1.
2. f(x) =x> - 6x% + 9x.

4x
3. f(x) = ——.
(x) x2+1
Respostas e sugestoes

1. (@) f'(x) =-2x+2. f ~ (é crescente) em |- o0, 1], € \ (é decrescente) em
[1,+00].
(b) 1 € ponto de maximo local de f. (1) = 2.

(c) f"(x) = -2. A curva y = f(x) é sempre concava para baixo.



(d) A curva y = f(x) ndo tem pontos de inflexao.

(e) lim f(x)=—oo, Xl_i)x_noo f(x) = —o0.

X—>+00

(@) f'(x) =3x* = 12x +9. f ~ em ]-o0,1], \x em [1,3], e # novamente em
[3, +ool.

(b) 1 é ponto de maximo local de f, e 3 é ponto de minimo local. f(1) =4,
f(3) =0.

(c) f"(x) = -6x—12. A curvay = f(x) é ~ (concava para baixo) em ]- o0, 2[
e - (cOncava para cima) em |2, +oo].

(d) P =(2,2) é o unico ponto de inflexao do grafico de f.

(e) lim f(x) = +oo, xl_i)r_noo f(x) = —oo.

X—>+00

2
. (@) f'(x) = %.

fxem]-oo,—1], 7 em[-1,1],e xem [1,+oo].

(b) =1 é ponto de minimo local de f, e 1 é ponto de maximo local. f(-1) = 2,

(1) = 2.
" 8x(x* -3

(c) f"(x) = ﬁ

Acurvay = f(x) é ~ em ]- oo, —\/3[, v em ]-/3,0[, ~ em ]0,~/3[ e - em

1V/3, +o0].

(d) Os pontos de inflexao do gréafico sdo (-v/3,-v/3), (0,0) e (v/3,V3).

(e) lim f(x)=0, lim f(x)=0.
X—>+00 X——00

Esbocos dos graficos
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4.5 Esbocando graficos: um aprofundamento

Aprenderemos agora como esbocar graficos de fungdes que tem uma (ou
mais de uma) das seguintes peculiaridades:

(i) o denominador na férmula de f(x) se anula para um ou mais valores de x.

(ii) f(x) é continua, mas na férmula de f'(x), ou na férmula de f"(x), aparece

um denominador que se anula para um ou mais valores de x.

(iii) quando x — +oo (ou quando x - —o0), f(x) aproxima-se de uma constante
c, e assim a curva y = f(x) aproxima-se indefinidamente da reta horizontal

y = ¢ (chamada reta assintota horizontal da curva y = f(x)).

Exemplo 4.3 Esbocar o grafico da fungdo dada por f(x) = 2x

~ 2x + 1
bogar a curva de equagdo y = e

+1 .
5 ou seja, es-

« Detectando retas assintotas verticais.

Repare que Dom(f) = R - {2}. O denominador de f(x) se anula quando
x=2.

Agora,

. . 2x+1 5 ) . 2x+1 5
lip f0) =mi g s gr e BpiCosImiT g
x>2 x<2

Esses limites laterais, sendo infinitos, detectam que a reta vertical de equa-
¢ao x = 2 é uma assintota vertical do grafico de f. Mais precisamente, esses limi-

tes laterais detectam que quando x — 2%, 0s pontos correspondentes, no grafico,



“sobem” no plano xy, aproximando-se indefinidamente dessa reta, e quando
x — 27, 0s pontos do grafico “descem” no plano xy, também aproximando-se
indefinidamente da reta assintota x = 2.

» Crescimento e decrescimento.

Temos
oy (2x+1) ' (x=2)-(x=2)"(2x+1)  2(x-2)-(2x+1)
i (x—2)2 T x-2r
Portanto,
O p——
C(x-2)F

Assim sendo f'(x) < 0 para todo x em Dom(f) = R - {2}. Assim, f(x) é
decrescente (\) antes e depois de x = 2, € ndo pode ter maximos nem minimos

locais.

Para simplificar o estudo da funcéo, fazemos um diagrama de sinais de f’
e intervalos de crescimento e decrescimento de f. O simbolo 2 significa “néo
existe” ou “n&o se define”.

f 2 x

f N 3 f(2) N

» Concavidades do gréfico.

Temos
- P 510
f (X) = [m] = [—S(X—Z) 2] = 10(7(—2) 3 = m

Assim o seguinte diagrama de sinais de f" e dire¢cdes de concavidades do
gréfico de f:

Como 2 ¢ Dom(f), o gréafico ndo tem ponto de inflexao.

» Comportamento de f(x), quando x tende ao infinito.



Temos

2x+1 = lim 2—X:Zetambém

lim f(x) = lim
X—=>+00 X

X—>+00 X—=>+o0o X —

lim f(x) = 2.
X——00

Assim, a reta y = 2 é uma assintota horizontal a direita e a esquerda do

grafico de f.

Figura 4.12 Esboco do grafico de f, com base nos aspectos estudados anteriormente.

Exemplo 4.4 Esbogar o gréfico dey = v/x% - 1.
Neste caso, Dom(f) = R, e f € continua em todos os pontos de R.
» Crescimento e decrescimento.

Para analisar crescimento e decrescimento da funcao, calculamos

dy 3 / 2/3 r_2 3 2 2
— = -1)'= -1)'== = = —,
o - (VD= ) = = S T A

Assim, temos
dy 2

3Y/x

Logo, temos o seguinte diagrama de sinais de f’ e intervalos de cresci-

>0 x>0.

mento e decrescimento de f. Uma vez mais, lembramos que simbolo 7 significa

“ndo existe” ou “ndo se define”.

» Concavidades do grafico.



dx — 21'(0) + X
f N 0 Vol
ponto de
minimo
local
d 2
Sendo &Y = Zx-1/3, temos
dx 3
dz_y:(gx_]/3),:_%x_4/3:_ 2 :_L
dx?2 \3 9 X439

Logo, obtemos o seguinte diagrama de sinais de f" e diregdes de concavi-
dades do grafico de f:

Note que a fungéo f(x) = ¥/x% - 1 é continua, mas ndo temos f'(x) quando
x = 0.

E facil ver que quando x — +o0, f(x) = ¥/x2 - 1 vai para +c.

Com base no estudo feito, o esbogo do grafico da curva de equagao y =
V/x2 -1 é mostrado na Figura 4.13.

Figura 4.13 Esboco do gréafico da curva de equagéo y = Vx?-1.

4.6 Problemas

Para cada uma das fung¢des dadas a seguir,



(a) Determine o dominio da fungao e, havendo zeros no denominador de f(x),

verifique se a curva y = f(x) tem retas assintotas verticais.

(b) Calcule f'(x) e determine os intervalos em que f é crescente e aqueles em

que f é decrescente.

(c) Determine os pontos de maximo locais e os pontos de minimo locais de f,

bem como os valores de f(x) nesses pontos.

(d) Calcule ”(x) e determine os intervalos em que a curva y = f(x) € concava

para cima e aqueles em que ela é cdncava para baixo.
(e) Determine os pontos de inflexdo da curva y = f(x).
(f) Estude o comportamento de f(x) quando x — +oo € quando x - —oo.

(9) A partir dos dados coletados anteriormente, faca um esbogo do gréafico de

f.
1. f(x) = .
2
X
2. f(x) = .
() T+x

Respostas e sugestoes

Daremos como resposta apenas as derivadas primeira € segunda, € 0 es-
bocgo de cada gréfico.

2 3
X<+ 2 2x° + 12x
1. f/ = £ =——,
y
3 o\ 2 x




X Xz
2 f’(x):—é e OF

2
(1+x)3

(_2!-4)







UNIDADE 5

Fungdes exponenciais e logaritmicas, o
namero e







Nesta unidade faremos uma pequena revisao das fungdes f(x) = a* (expo-
nencial) e g(x) = log, x (logaritmica), sendo a uma constante real, a >0e a # 1.
Faremos ainda uma apresentagdo do numero e, uma constante importante na

matematica universitaria.

5.1 Pequena revisao de poténcias

Sabemos que, sendo a um ndmero real positivo,
1 m n
an = a e anr = v am.

se myn € Z, e n > 0. Assim define-se a poténcia de base a e expoente p, aP

(Ié-se “a elevado a p”), para todo numero racional p.

Sendo a € R, a >0, e sendo 3 um namero irracional, existe uma sequéncia,
de numeros racionais, 31, 2, B3, - .., que se aproxima indefinidamente de  (isto

é,com lim B, = ). Neste caso, aP é definido como o limite da sequéncia
n—+oo

aﬁ],aﬁz,aﬁ3,aﬁ4,...

Por exemplo, 2V2 ¢ o limite da sequéncia

1 514 5141 51414
20,207 207 2T
Uma calculadora nos fornece as aproximacgoes:

21 =2,
21 % 2,6390,
214~ 2,6574,
21414 52,6647,
214142 1 2 6651.

No que diz respeito as poténcias de base real positiva e expoente real,
temos as seguintes importantes propriedades, que aceitaremos sem demons-

tracao:



SeaceR,a>0,ex,yceR, entdo

a-a¥ = ax+y,

(@) = a,
_ 1 _ a*
CIXZ—, xy:_’ aO:]’
a* ay
a*-b* = (ab)*, setambémb > 0.

5.2 A funcao exponencial

Sendo a um numero real, positivo, a # 1, define-se a fungao exponencial
de base a por

f(x) =a*, paratodo xeR.

Tomamos a # 1 pela simples razdo de que 1* = 1 paratodo x € R (e a

funcao constante f(x) = 1 néo é classificada como fungao exponencial).

Além disso, tomamos a > 0 porque, se a < 0, a* ndo se define para uma
infinidade de valores reais de x. Por exemplo, se a = -4 entéo, (-4)'? = /-4

nao é um ndmero real.

Assumiremos que a fungao exponencial, f(x) = a*, (0 < a # 1) € continua
em R, isto &,

lim a* = a*°,
X—=>X0

para todo x; € R.

Também assumiremos que se a > 1, a fungéo f(x) = a* é crescente, com

lim a* =+o00,ese0<a<1afungao é decrescente, com lim a*=0%(=0).
X—>+00

X—>+00

Na Figura 5.1 temos esbogos dos gréficos de f(x) = 2* e g(x) = (1)".

Figura 5.1 Gréficos de (a) y =2%, (b) y = (1/2)*.

Temos agora as seguintes novidades na algebra de limites:



Sea>],a+°o:+00, a—oo: :—:O+(:O)_
o0

Sel0<a<1,a*=0%(=0), a‘°°:a+oo :O—+:+oo,

Por exemplo, como podemos intuir pelos graficos na Figura 5.1,

lim 2*=2"° =400, lim 2*=2"=0,

X—>+00 X—>—00
) 'l X ] +00 ) -l X -l —00 oo
i (3) (5) coe wm(3) -(5) e

5.3 Logaritmos e fun¢oes logaritmicas

Sea>0,a+1,ex>0, 0 logaritmo de x na base a, denotado por log, x, é
0 expoente ao qual devemos elevar a para obtermos x, ou seja

log,x =y se e somente se a’ = x.

Assim sendo,

aloga X _x.

Por exemplo,

log, 8 = 3, pois 23 = §;

logy 27 = 3, pois 9%/2 = \/93 = 33 = 27;

log, § = -2, pois 272 = 1/4;

log, 5 ~ 2,3219, pois 223217 ~ 4,9999.

Listamos aqui, sem deducao, algumas propriedades elementares dos lo-

garitmos:

Sendo x e y reais positivos, zreal, e a > 0,a # 1,
IOga(Xy) = logax + IOgay)
X
log, 13 =log,x —log, vy,

log, x* = z-log, x,

Jz _ logax

log, x' (se z+0),
z
1
log, X = 12532 (seb>0,b%1) (mudanca de base).



Assim, por exemplo, a passagem dos logaritmos decimais (base 10) para
os logaritmos de base 2 é dada por

_ log;ox _ logx
~logip2 log2’

log, x

Sendo a fungéo f(x) = a* continua e crescente quando a > 0, e decrescente

quando 0 < a < 1, temos que log, x € definida para todo x > 0.
Além disso, se a > 0, log, € crescente, e se 0 < a <1, log, é decrescente.
Na Figura 5.2, temos esbogos dos graficos de f(x) = log, x e g(x) = log; ), x.

Admitiremos que f(x) = log, x € continua no seu dominio ]0, +oo[, Ou seja,

se xp > 0 entdo lim log, x = log, Xo.
X—=>X0

Figura 5.2 Graficos de (a) y = log, x, (b) y =1log;/, x.
Além disso, temos ainda (confira isto observando os graficos da Figura 5.2).

) -c0o sea>0
lim log, x =log,(0") = ,
x>0 +o0o sel<axl

bem como também (confira observando os graficos da Figura 5.2)

+oo sea>0
lim log, x =log,(+o0) =

X—>+00o

-0 sel<axl

5.4 O numeroe

Na matematica universitaria, ha duas constantes numéricas muito impor-

tantes. Sao elas o nimero pi, T ~ 3,14159, e 0 nUmero e, e ~ 2,71828.



O numero e é definido como sendo o limite

1\"
e= lim (1+—) .

n—>+oo n
Pode ser demonstrado que o nimero e é irracional.
Observe a tabela de valores (aproximados) de (1+ 1)", paran =1, 10, 100,
1000, 10000, 100000, dada a seguir.

Tabela 5.1 Valoresde 1,1+ 1, e (1+1)" (aproximados), para n = 1, 10, 100, 1000,
10000, 100000.

n 1/n 1+1 (1+1)"
1 1 2 21=2
10 0,1 1,1 (1,1)1° ~ 2,59374
100 0,01 1,01 (1,01)'0 ~ 2, 70481

1000 0,001 1,001 (1,001)100 271692
10000 | 0,0001 | 1,0001 | (1,0001)'%0% 2 71815

100000 | 0,00001 | 1,00001 | (1,00001)'000%0 2 71828

. 1 1

Note quenlierU +3)=1+-L =1
Assim, podemos “enganosamente concluir” que, qguando n € muito grande,
(1 + ‘H)n ~ 1" = 1 (mesmo calculadoras de boa qualidade podem nos induzir a

este erro). Neste caso, nossa intuicao é falha, pois pode ser demonstrado que

quando n € muito grande,
-l n
(1 ; —) ~2,71828.
n
Assim sendo, temos um novo simbolo de indeterminagéo: 1.

Vamos admitir, sem demonstracao, os seguintes limites envolvendo o nu-

mero e.

lim (1+l) =e, lim (1+l) =e,
X X

X—>+00

lim(1+x)*=e, lim . |
x—0 h-0 h 73



Se x > 0, chama-se logaritmo natural ou logaritmo neperiano de x ao loga-
ritmo

Inx =log, x.

Como e ~ 2,71828 > 1, a fungdo f(x) = lnx € crescente e seu grafico tem,
qualitativamente, a forma do gréfico de g(x) = log, x, Figura 5.2 a.
A passagem dos logaritmos naturais para os logaritmos decimais (base 10)

€ dada por

log.x Inx
loggox = —oeX _ BX
810% = 156 10 In 10

5.5 Problemas

1. Calcule os seguintes limites. Lembre-se que 1**° € um simbolo de indeter-

minacao.
@ Jm (13) O Jim (5% (@ Jim (35)"

2. Sendo f(x) = 2%, calcule os limites laterais 111(1)1 f(x) e 1i1(r)1 f(x).
x—0F x—0~
Respostas e sugestoes

~ . . ~ 2 1
1. (a) e?. Sugestdo: Para contornar a indeterminacdo 17, faca 1+ = =1+ —,
S Y

(b) 1/e. Sugestdo. Para contornar a indeterminacéo 1**°, faga ]% =1+—,
X

(€) (3/2)* = +oo. Y

2. +oo € 0, respectivamente.

5.6 Derivando fung6es exponenciais e logaritmicas

Nesta secdo estaremos apresentando as derivadas das fungdes f(x) = a*
e g(x) =log, x, sendo a uma constante real, a>0e a# 1.
O que faz do nimero e uma constante tao especial ? A resposta esta na

seguinte nova regra de derivacao:

Regra 10

1. Se f(x) = €%, entdo f'(x) = €*. Ou seja, a derivada da fungdo exponencial

de base e coincide com a propria fungao.

2. Sef(x)=a* (a>0,a=+1),entdof'(x)=a* lna.



3. De um modo geral, pela regra da cadeia, (e*)’ = e*-u’/, e (a*)’ = a*-u"-Ina.
Para fungdes logaritmicas, temos as regras de derivagao a seguir:

Regra 11 Derivando em relagéo a x, temos

1 1
1. (1 =—, 2. (1 =—,
sy = ()=
. (1 I= . 4. (1 I= .
De um modo geral,
5 (1n|u|)':l-u' 6. (logyu])’ = L u/
’ u ’ ¢ u-lna

Uma consequéncia do resultado anterior é a regra de derivagao:

Regra 12 Sendo « uma constante real, racional ou irracional, e u > 0,

(u)’ = qu™ '

Exemplo 5.1 (uma funcao exponencial de base e expoente variaveis)
Calcular a derivada de
f(x) =x".

Solugdo. Sendo y = x*, aplicando a fungao ln em ambos 0s membros da igual-
dade, temos

Iny =Inx*=x-Ilnx.

Derivando ambos os membros em relagado a x, por derivagao implicita,

temos
(Iny)’ = (x-Inx)’,
—y'=lnx+x-(lnx)’,
y'=y (1nx+x- 3—() =x*(1 +1nx).

Portanto,

(x*)" =x*(1 +1nx).
5.7 Problemas

1. Calcule as derivadas das seguintes fungoes.
(a) y= e—3x’ (b) y= €4X+5, (C) y= 3x2+2x,

dy=e(1-%), (@y=57, Oy=x"



Cv(t) = 28D iy =2y

. Calcule as derivadas das seguintes fungdes. Lembre-se: (In|u|)’ = *-

(@y=Inlax+b|, (B)y=log,(x*+1), (€)y=In-tx 1+ex=

(dyy-= (e)y-= 1n|x2 + 2x/, Hy= (lnx)s.

. Calcule dy/dx, se y = f(x) é definida implicitamente pela equagéo: (a)

3y-x*+In(xy) =2, (b)xlny-ylnx=1.

. Determine a equagéo da reta tangente a curva y = x? + In(2x - 5) no ponto

dessa curva de abcissa xg = 3.

. Esboce o grafico de y = e, analisando a fungéo f através de derivadas

e calculos de limites apropriados.

. A posicao s de um ponto moével P sobre um eixo horizontal s é dada por

s(t) = t* —4In(1 + ), t > 0, sendo s dado em centimetros e t em segun-
dos. Determine a velocidade e a aceleracao do ponto P em um instante t

qualquer.

Respostas e Sugestoes

) (a) -3e7%, (b) 4e™*, (c) 2(x+1)3"2+2"ln7, (d) e*(1 -2x —x?),

Ze
( (ex+ 1)’
dois membros da igualdade, e logo derive implicitamente, em relagéo a x.

(f) x'/* . x Sugestgo: Primeiro aplique a fungéo In nos

: (a) —= (b) S - (C) 1 (d) 4x (e) 2x+1 (f) 3(1nx)2-

ax+b’ (x2+1)Ina’ 1—x4? x2+x? X

' (a) gﬁ _ (2x%-1)y (b) dy _ Hz—xlglng

x(3y+1) ?

. y=8x—-15.

t+1 (t+1)2

. Daremos como resposta apenas as duas primeiras derivadas e o grafico.

y'= —er"‘z,
1 y y” = (4xF - 2)e .
Dado numérico: e /% ~ 0,6.
| | .
-1 0 1 X




UNIDADE 6

FuncdOes trigonométricas, regras de LHopital






Agora faremos uma pequena revisdao de funcdes trigopnométricas e suas
derivadas. Estudaremos também um método para calcular limites indetermina-
dos por meio de derivadas.

6.1 Pequena revisao de trigonometria

6.1.1 Trigonometria geométrica

Consideremos os triangulos ABC e A’B’C’ da Figura 6.1. Os dois trian-
gulos sao semelhantes, pois seus angulos internos sao iguais (congruentes).
Assim, temos

AB _AB' BC _B'C’ BC _B'C’
AC AC” AC AC’”> AB AB’’

A B B'

Figura 6.1 Os triangulos ABC e A’B’C’ s@o semelhantes.

Assim, sendo ABC um tridngulo retangulo, como na Figura 6.1 as razdes

AB B B N
—_—, —C e —C dependem somente da abertura 6 = A.
AC AC AB

Chamamos

AB cateto adjacente ao angulo 0
cosseno de 0 =cosf = — = | g

AC hipotenusa

seno de 0 = sen 0 = E\_C _ cateto oposto ao angulo 6

C hipotenusa

)

)

BC cateto oposto ao angulo 6
tangente de 0 =tgb=— = ,p Ag .
AB cateto adjacente ao angulo 6

sen©

Deduz-se imediatamente que tg6 = .
cos©

S30 bem conhecidos os valores



30° [ V32| 1)2 133
45° | V2/2 | V2)2 1
60° | 1/2 | /32 V3

90° 0 1 nao se define

Se PQ é um arco de um circulo de raio r, correspondente a um angulo
central de abertura «, o comprimento ¢ de PQ é dado por

¢ =r-(medida de « em radianos).

Figura 6.2 O comprimento ¢ do arco circular PQ é dado por ¢ = «-1, sendo « a medida
do angulo central em radianos.

Assim, o comprimento ¢ do arco PQ é diretamente proporcional a r e a «.
Quando « = 360°, temos

¢ = comprimento da circunferéncia = 27t - .

Assim sendo,

360 graus = 27t radianos, ou seja, 180° = .

Se r = 1 = uma unidade de comprimento, o comprimento ¢ do arco PQ é
simplesmente a medida de o« em radianos.

A éarea do setor circular de angulo central « também é proporcional a «.

Quando « = 27, temos a area de um circulo de raio : A = 7tr?. Assim, um setor

. L, [0 6
circular de abertura «, tem area A, = — - °

> («x em radianos).



6.1.2 Trigonometria analitica

Para definir as fungdes trigonométricas de variavel real, consideramos, em
um sistema cartesiano ortogonal, a circunferéncia de equagao x* + y> = 1 (de
centro em (0,0) e raio 1). Esta circunferéncia € o que chamaremos de circulo
trigonométrico.

Dado um numero real «, tomamos A = (1,0) e demarcamos, no circulo
trigonométrico, um ponto P, tal que a medida do percurso de A a P,, sobre o

circulo trigonométrico, € igual a |«| (Figura 6.3).

R = (mea)

a

o} A=(1,0)

Figura 6.3 « é a medida algébrica do arco orientado AP, sendo A = (1,0), € P4 =

(x«, Y«) UM ponto do circulo trigonométrico.

O percurso AP, é feito no sentido anti-hordrio se « > 0, e é feito no sentido
horario se « < 0. Dizemos que « € a medida algébrica do arco orientado AP,.

Assim, por exemplo, Pr = P_ = (=1,0), Py = (0,1), P_rjp = (0,=1), Py =
(V2/2,72/2), Pryz = (V3/2,1/2), € Py = (1,0) = Pyr = Pans, para cada inteiro n.

Sendo « € R, consideremos P, = (x«,Y«), definido como anteriormente.

Definimos

X = COS & = COSSENO de «,

Yo = Sen x = Seno de «.

Para estendermos a definigdo de tangente de « a arcos orientados «, toma-
mos um eixo y’, paralelo ao eixo y, de origem O’ = A, orientado positivamente
para cima, no qual usaremos a mesma escala de medidas do eixo y. Sendo
« € R, consideramos a reta OP,. Se « # § + nm, para todo n ¢ Z, esta reta
intercepta o eixo y’ em T,. Veja a Figura 6.4. Sendo t, a abcissa de T, no eixo
y’, definimos



to = tg o = tangente de «.

. sen «x
Assim sendo, tg o =

cosx
Se 0 < « < 7t/2, 0s valores cos «, sen «, € tg « coincidem com aqueles das

definicobes geométricas de cosseno, seno e tangente, dadas na secao 6.1.1.

Figura 6.4 No sistema Oxy, Ty = (1,ts) = (1,tg x).

Definem também as func¢des trigopnométricas

COS &
cotangente de « = cotg = (x#nmVneZ),
sen «
us
secante de o« =sec«x = (x# = +nmVneZ),
cos & 2
1
cossecante de « = cosec « = (x#nmVneZ).
sen «

Na Figura 6.5, ilustramos geometricamente as seis fungdes trigonométricas
de um arco « no primeiro quadrante, isto €, satisfazendo 0 < « < 7t/2. Na Figura

6.6 apresentamos esbocos dos graficos das fungdes seno, cosseno e tangente.

Listamos a seguir algumas férmulas Uteis, envolvendo as fungdes trigono-
meétricas. Escreve-se habitualmente

cos’a = (cos a)z, sen’a = (sen a)z, tga = (tg a)2 etc.

2

1. cos’a+sen’a=1 (isto porque x2 +y2 = 1).

2. 1+tg?a = sec’a (dividindo-se ambos os membros da equagdo 1 por

cos? a),
1+ cotg? a = cosec’ a  (dividindo-se ambos 0s membros da equacéo 1 por

sen’ a).



Figura 6.5

Figura 6.6 Esbocos dos gréficos das fun¢des seno, cosseno e tangente.

Interpretagdo geométrica das seis fungdes trigonométricas de um arco «

no primeiro quadrante.

y'
\ ~
-~ cotga
tga
cosec (o P 9
sena o
A
Olcosa |
seca ¢

=sen x
-T 3n/2 _
# 271: X
y
1 /\
-TT/2 3n/2 .
* \_:/ o ’
| ﬂy
|
|
|
|
|
| =tgx
| 1
| 1
/2 | 3n/2
| 0 W4 w2




3. sen(a+b)=senacosb +senbcosa,
sen(a—b) =senacosb —senbcosa,
cos(a+b) =cosacosb-senasenb,
cos(a—b) =cosacosb +senasenb.

4. cos(—a) =cosa, sen(-a)=-sena,

tg(—a) = sen(-a) _-sena _ _tga.
cos(—a) cosa

5. sen2a=sen(a+a)=2senacosa,

cos2a = cos(a+ a) = cos’ a - sen’ a.

6. cosa =sen (% - a), sena = cos(%T - a).
6.2 Derivando funges trigonométricas

Apresentamos agora as derivadas das funcdes trigonométricas.

Regra 13 Derivando em relagéo a x, temos

senx ,ZCOSX

( ) )
COs X '=—senx
( ) )

(tgx)’ = sec’x,

(cotgx)’ = — cosec? x,
(secx)’ =secx tgx,

(cosecx)’ = —cosecx cotgx.
De um modo geral, pela regra da cadeia, obtemos

(senu)’ = (cosu)-u/, (cosu)’=—-(senu)-u’, (tgu)’=(sec’u)-u’ etc.

As derivadas das quatro ultimas fungbes trigonométricas podem ser calcu-

ladas a partir das derivadas das fungdes seno e cosseno, fazendo-se uso das

relacoes
senx cosX 1 1
tgx = ——, cotgx=—— secx= , © cosecx= ,
COosX SeEnx COS X senx
. L . u)’ uv-uv’
e aplicando-se a regra de derivagéo de quociente, | — | = ——5—.
Y% A%

6.3 Funcoes trigonométricas inversas e suas derivadas

A funcao arco-seno Para cada numero real a, -1 < a < 1, existe um Unico

arco orientado «, —7/2 < « < 7t/2, tal que sen « = a.



Dizemos que « é o arco cujo seno é a, ou que « é o0 arco-seno de a, e

denotamos isto por

X = arcsen a.

Sumarizando,

senx =a
o =arcsena Se, e somente se,

-m/2< x<Tf2

a =arcsena

-T/2

Assim, por exemplo (confira),

arcsenl = = arcsen—s—z arcsen(—l)——it arcsen(—])——it
S 2 2 2) €’ A

3)

A funcao arco-cosseno Para cada nimeroreal a, -1 < a < 1, existe um Unico

arco orientado 3, 0 < 3 <, tal que cos f3 = a.

Y B =arccosa

Q) [—————==

&

Dizemos que 3 é o arco cujo cosseno é a, ou que 3 é 0 arco-cosseno de

a, e denotamos isto por



[} = arccosa.

Sumarizando,

cosfp=a
[} =arccosa se, e somente, se

0<B<m

Assim, por exemplo,
arccos 1 = 0, arccos ﬁ =T arccos (—l) _ arccos(-1)=m
7 2 ) & 2) 3’ o

A funcao arco-tangente Para cada numero real a, —co < a < +o0, existe um
Unico arco orientado vy, -7t/2 <y < /2, tal que tgy = a.
Dizemos que v é o arco cuja tangente é a, ou que y é o arco-tangente de

a, e denotamos isto por

Y = arctga.

= /2
Yy =arctga a/

)y

/

-7t/2

Sumarizando,

a=tgy
v =arctga Sse, e somente, se

-m/2<y<m/2

Assim, definem-se as fungdes arcsenx e arccosx, para -1 <x <1, e arctgx
para todo x € R. Algumas calculadoras cientificas denominam essas fungdes pe-
las teclas INV SIN, INV COS ,INV TAN, ou pelas pelas teclas SIN"',COS~! TAN.



Regra 14

(arcsenu)’ = - =-uy —Tax<l,
-
1
(arccosu)’ = - - z-u', -T<x<1,
—u
! ] l4
(arctgu) =Wy T <x <o

6.4 Problemas

1. Calcule as derivadas das seguintes fungdes.

@uy-= cotg(x3 -2x); (b) f(x) =cos 3x%;

(©)y= ﬂ; (d) g(x) = cos?3x  (cos” a significa (cos a)?);
1 —sen4x
(e) y = x? sec? 5x.

2. Calcule a derivada da fungao y = arcsen v/x.

3. Determine y’ por derivagao implicita.

(@)y=xseny; (b)e*cosy=xeY.

4. Esboce o grafico da funcdo y = arctg x, analisando-a previamente através

de derivadas e limites apropriados.

Respostas

1. (@) —-(3x? - 2) cosec?(x> - 2x), (b) —-6xsen3x?, (c)
(d) —3sen6x, (€) 2xsec? 5x + 10x% sec? 5x tg 5x.
2.y’ = ;
2/ xV1 -x

/ _ _seny ;1 _ eXcosy—eY
3. (a) Yy = 1-xcosy’ (b) Y = seny+xey
4. (Daremos as derivadas como suporte a solugao)

A Sy (S S
Y=Y = (1+x2)2"

nR2t+——————————=

/4 +——

1-sen4x’




6.5 Limites indeterminados e as regras de L'Hopital

As regras de L’Hopital sao regras para calcular limites indeterminados,
da forma 0/0 ou oo/c0, usando derivadas. Sao duas as chamadas regras de
L'Hopital. Uma para formas indeterminadas 0/0 e outra para formas indetermi-
nadas oo/co. Ambas podem ser enunciadas conjuntamente como uma Unica

regra.

Regra 15 (regras de L'Hopital) Selim f(x)/g(x) tem uma forma indeterminada
0/0 ou oo /oc0, entédo o

tim T iy OO

x=ag(x) xvag’(x)
caso o limite )1(13(11 f'(x)/g'(x) exista (sendo finito ou infinito). A regra continua

valendo se x - a* ou a~, ou +oco oU —o0.

No caso de limites indeterminados de quocientes de polinbmios, nao pre-
cisamos das regras de LHopital (podendo usa-las mesmo assim), mas as vezes

as regras de LHopital sdo nosso Unico recurso para o célculo de um limite:

Exemplo 6.1 Mostre que

lim x3e ™ =0,

X—>+00
(ou seja, quando x — +o0, 0 decaimento exponencial de e™™ “anula” o cresci-

mento polinomial de x3).

e *= lim — (= 00/ o0, aplicamos LHopital)

(= 00/00, LHopital uma segunda vez)

Il
g
|

Il
g
|

(= oo/o0, LHopital uma terceira vez)

1

=
=)
|
I

o

Podemos mostrar que para cada inteiro positivo n,

lim x"e™ =0,

X—>+00

(ou seja, quando x — +o0, 0 decaimento exponencial de e™ “anula” o cresci-

mento polinomial de x™).



X

Para mostrar isto, aplicamos as regras de LUHopital ao limite lim x"e”
X

—+00
lim X repetidas vezes, enquanto tivermos a indeterminagdo oo/oco. Apés n
X—>+00

eX
. ~ , . . ) _ . nl
aplicacbes das regras de LHopital, concluiremos que lim x"e™ = lim —

X—>+00 Xx—>+oo eX
n!
—=0.
+00
. X —8enx
Exemplo 6.2 Calcular hn(1) —
xX— X

O limite é indeterminado, da forma 0/0, e ndo podemos colocar em evidéncia

nenhuma poténcia de x. Aplicando as regras de L'Hopital, temos

!

. x-senx .. (x-senx
lim =lim ( )
x—0 X3 x—0 (X3) !

i 1 -cosx

=lim
x—0 3)(2
senx

(= 0/0, aplicamos L'Hopital)

=lim (=0/0, aplicamos L'Hopital)

x—0 6X
(senx)’ .. cosx 1

"Moo TmMTe e

Exemplo 6.3 Calcular lim x-Inx.

x—0

Temos lirgl x-lnx =0-(-o0). Recorde-se de que lir%l Inx = —o0.
x—0F x—0+

Neste caso, aplicando as regras de LHopital, fazemos

1 _
lim x-lnx = lim ? (: ;.O)
x—0+ x—0+ ~ +00
!
- li (mx2::im.]/x = lim (-x) = 0.
x—0t ()1_() x—0+ —]/Xz x—0t

Exemplo 6.4 Estudar a fungéo f(x) = 2xe ™, e esbogar seu grafico.

Soluggdo. Temos Dom(f) = R, e f'(x) = 2¢™ —4x%e™ = 2e™°(1 - 2x?). Os
pontos criticos de f sdo +v/2/2. Lembremo-nos de que, por derivacdo em cadeia,

(e") =e*-u'.

y' - J2/2 + \V2/2 _
f(x) \\ pontode 7 pontode  \{ X
minimo maximo
local local
yl = 0 y| = O



A variacdo de sinais de f’, com a correspondente analise dos intervalos de

crescimento e decrescimento de f, € dada no diagrama anterior.
f(x) = ~12xe™ + 8x3e™ = 4e’ (2x3 - 3x) = 4€_X2X(2X2 -3).
f”(x) = 0 somente para x = +1/6/2 ou x = 0.

A variagao de sinais de f”/, com a correspondente analise das concavida-
des do gréfico de f, € dada no diagrama a seguir.

y" _ Ve .+ 0 _ \er .

Sao pontos de inflexdo do grafico os pontos P; = (-v/6/2,-v/6e73/?), P, =
(0,0) e P3 = (v6/2,v/6e73/?). Temos, V6/2 ~ 1,3, f(-/6/2) = —/6e73/? ~ -2,5 .
2,2~ -0,6, f(0) =0 e f(v6/2) = V6e 32~ 0,6.

-1+

Figura 6.7 Grafico da funcdo f(x) = 2xe™™".

Estudando o comportamento de f no infinito, temos

—00

. 2
lim 2xe™ =+o00-e"® = +00-0.

X—>+00
Para evitarmos a indeterminacao, fazemos
2
lim 2xe™ = lim —72 (: 2),
X—>+o00 X—>+o00 X o0
e depois aplicamos as regras de LHopital, obtendo
/
2 @9 L2 2

7 = 1 Ny o2 2
Xx—>00 X X—>00 (ex )/ x—>+00 QxeX +00

Assim, aretay = 0 (eixo x) é assintota horizontal do gréfico de f.

Com base nos dados coletados, o grafico de f é esbocado na Figura 6.7.



6.6 Problemas

1. Calcule os seguintes limites, aplicando as regras de LHopital se necessa-

rio.
. XCOSX -—senx . Inx
(a) lim — (b) lim —;
x—0 X X—+00 %
. . . senx
(c) lim x*e™; (d) lim x%e¢™; (e)lim
X—+00 X—>—00 x=0 X

2. Esboce o grafico da fungéo y = 2xe™.
Respostas

1. a) -1/3, (b) 0, (c) 0, (d) oo, (€) 1.

2. Daremos como resposta apenas as derivadas primeira e segunda, € 0
esbogo do gréfico.

y' =2(1-x)e™, y"=2(x-2)e™™.

Dados numéricos para o gréfico:
2e7 % 0,7,
4e? % 0,5.






UNIDADE 7

Integrais indefinidas






7.1 Antiderivadas ou integrais indefinidas

Sendo f(x) e F(x) definidas em um intervalo I c R, dizemos que
F é uma antiderivada ou uma primitiva de f, se F'(x) = f(x)

para todo x € 1.
Ou seja, F é antiderivada ou primitiva de f se F € uma fungéo cuja derivada
éf.

Como primeiros exemplos, temos

f(x) | primitiva de f(x)
3x? x3
2 2x
e~ e~
senx —COS8X

Observacao 7.1 SeF ¢é antiderivada de f em 1, e ¢ é uma constante, entdo F+c
também é uma antiderivada de f em 1.

De fato, se F'(x) = f(x), para todo x € I, entédo

[F(x) +c]’ = F/(x) = f(x), e portanto F(x) + ¢ também é uma antiderivada
de f(x) em L.

Assim, por exemplo x3, x3 + 5 e x> - \/2 s&o primitivas de 3x?.

Proposicao 7.1 Se F; e F, sdo antiderivadas de f, em 1 c R (I um intervalo),

entdo existe c € R tal que Fy(x) = F2(x) + ¢, para todo x € 1.

Definicao 7.1 (Integral indefinida) Sendo F uma primitiva de f no intervalo 1,
chama-se integral indefinida de f, no intervalo 1, a primitiva genérica de f em 1,

F(x) + C, sendo C uma constante real genérica. Denotamos tal fato por
f f(x) dx = F(x) + C.
Nesta notagdo, omite-se o intervalo 1. Sumarizando,

ff(x) dx=F(x)+C <« F(x)=f(x).



7.2 Integrais indefinidas imediatas
Coletaremos as primeiras integrais indefinidas cujo calculo é imediato.
Proposicao 7.2

o+1

X
1. % dx =
jx x oo+ 1

+C,seua+-1.

2. /ldx=1n|x|+C.
X
3. [senxdx =-cosx +C.

4. [cosxdx =senx+C.

O,

. [e¥dx=¢e"+C.

aX

>

[ a*dx = (a>0,a+1).

Ina

N

[ sec’xdx =tgx +C.
8. [ cosec’x dx = —cotgx + C.
9. [secx-tgxdx =secx+ C.

10. [ cosecx-cotgx dx = —cosecx + C.

1
11. f ] jozdx:achtgx+C.

1
12, f
V1-x2

Para verificar a validade das integrais anteriores, basta verificar que a deri-

=arcsenx + C.

vada (em relagao a x) do segundo membro, em cada igualdade, é a funcao que

se encontra sob o sinal de integragdo no primeiro membro.

Como exemplos:

o+l \/ o+1-1
. (:Jr]) :(oc+1)-x(x+] =x% se o+ -1.

s (Infx|)" =1/x:
se x>0, (In|x])" = (Inx)" =1/x;
se x <0, (Infx])’ = (In(—x))’ = _lx (=x) = 1/x.

X

X \/ X
1
* (a*)'=ad*-Inq, logo (la ) _aha

na Ina



7.3 Manipulagcoes elementares de integrais

Proposicdo 7.3 Se [ f(x)dx = F(x) + C e [ g(x) dx = G(x) + C, entdo, sendo
a,beR, a=0,

~

- [TEG) +g(x) ] dx = [ £(x) dx + [ g(x) dx.
2. [k-f(x)dx=k- [ f(x)dx

3. [f(x+b)dx=F(x+b)+C.

4. [f(x-b)dx=F(x-b)+C.

5. [(b-x)dx=-F(b-x)+C.

6. /f(ax)dx:]aF(ax)+C.

N

1
f f(ax+b)dx = —F(ax+b) + C.
a

7.4 Exemplos elementares

1. [ cosxdx =senx + C. Logo,
a) [ cos3xdx = {sen3x+C;
b) [ cos(2x—3F) dx = }sen(2x-3F) + C.
2. [e*dx=e*+C. Assim,
(@) [edx=e"+C;
(b) [e* ™ dx=-e**+C;

(c) [ef”‘dx—1 e + C.

3. Calcular [ tg?x dx.

[ sec?xdx =tgx + C.

Temos cos?x +sen’x = 1, logo 1 + tg? x = sec’ x.

Assim,
[tg?xdx=[(sec’x —1)dx = [sec?x - [ 1dx=tgx -x+C.
4. Calcular [ (5cosx + cos5x) dx.

f(5cosx+c055x) dx:S/cosxdx+fc055xdx

=5senx + %sen5x+ C.



5. Calcular [ senxcosx dx.

Temos sen 2x = 2senx cosx, l0go senx cosx = %sean. Assim,

/senxcosxdx:%fsenZde

11 1
= z . E(_coszx) +C= _Z cos2x + C.

6. Calcular]\/)_ﬁ]dx.

[ o J (o [ Lo [ Lo

1
:fx’1/2dx+f—dx
X

= X—+1n]x]+C:Z\/>_<+1n|x|+C.

7.5 Integracao por mudanca de variavel ou
integracao por substituicao

Suponha que
f f(w) du = F(u) + C. (7.1)

Podemos substituir u = ¢(x) na expressao 7.1, fazendo du = ¢’(x) dx, ou
seja, de 7.1 obtemos

[ o)) 0 (x) dx = Fo(x)) + C. (72

Ou segja,

[ fwau=Fw+¢ — [ f(e(x)-0'(x) dx=Fo(x)) +C,

pela mudanga de variavel u = ¢(x), tomando-se du = ¢’(x) dx.

Observacao 7.2 O simbolo — significa “implica”, isto é, a veracidade da afir-
magdao a esquerda determina a veracidade da afirmagao a direita desse simbolo.
Por exemplo, na sentenca “Se hoje fizer sol, vou sair”, ha duas afirmacoes, “faz
sol hoje” e “vou sair”, que podem ser verdadeiras ou falsas. Se a primeira afir-
macé&o for verdadeira, isto &, sendo verdade que hoje faz sol, entdo também sera

verdade que vou sair. Em simbolos, “Faz sol hoje” —> “vou sair”.



Na pratica, quando calculamos [ f(¢(x))¢’(x) dx, tendo-se as considera-
¢Oes anteriores, fazemos u = @(x), du = @’(x) dx, e passamos pela sequéncia
de igualdades:

ff((p(x))(p'(x) dx=[f(u) du = F(w) + C = F(o(x)) + C.

1

dx.
V3-2x

Exemplo 7.1 Calcular f

Solugdo. Comegamos fazendo a substituicao u = 3 - 2x.
Entdo du = ((11—1: ~dx = (3-2x)"dx = -2dx.
Portanto dx = -1 du.
Assim, temos
I R
-+ C=-/u+C=-V3-2x+C.

Exemplo 7.2 Calcular [ tgx dx.

Solucgéo. /tgxdx:/senxdx.

Cos X
Como (cosx)’ = —senx, tomamos u = cosx, € obtemos

du = (cosx)’dx = —senx dx.

Assim,
-1
ftgxdx: / S 4x = [ —du=-Inju/+C=-1In|cosx|+ C.
cosx u
Exemplo 7.3 Calcular [ X dx.
x2+5

Solug&o. Note que (x? +5)’ = 2x. Isso sugere que fagamos u = x + 5, de onde
. 1
du = 2x dx, ou seja, xdx = zdu.

Temos

X 11 1
—dx=/—-—du:—fu‘]/zdu:u]/2+C:\/x2+5+C
fm Ju 2772

7.5.1 Uma tabela mais completa de integrais imediatas

Para ilustrar os conceitos abordados até o presente momento, sumariza-

mos os fatos imediatos sobre integrais indefinidas na Tabela 7.1.



Tabela 7.1 Tabela de integrais indefinidas (nas dltimas linhas, a > 0, e A = 0).

ot+1

Ju*du= 1+C,(oc;t—1)

x +

[ldu=1n|u|+C
u

[senudu=-cosu+C

[ cosudu=senu+C

[etdu=¢e"+C

u

fauduzli—a(a>0,a¢1)

[sec’udu=tgu+C

[ cosec’udu = —cotgu+ C

[ secu-tgudu=secu+C

[ cosecu-cotgudu = —cosecu + C

[ secudu =In|secu+tgul+C

[ cosecudu = —1In|cosecu + cotgu| + C

[tgudu=-In|cosu|+C

[ cotgudu=In|senu|+C

f ] sdu =arctgu+C
1+w

du=arcsenu+ C

[ =

du 1 u du 1 a+u
———=—arctg—+C f—=—1 ‘ C
faz+u2 aarcga a?-u? Zana—uJr
du u
f—zarcsen—+C =lnfu+Vuz+A+C
1/a2_u2 a

/ du
Vu? + A

7.6 Problemas

Calcule as seguintes integrais indefinidas, utilizando, quando necessario,

mudancga de variaveis. Faca uso das integrais indefinidas da Tabela 7.1.

1. [(x+V/x) dx.
2
2. f(x2+%ﬁ) dx.
3. [senaxdx.
4. [ 2xdx.
5. [ .
6. [tg2xdx.
7. [ cotg} dx.

8. [tgpsec’ pde.

9 f sen? x cos x dx.




10

11

12

13

14

15

16.

17.

/[ cos® xsenx dx.

/ x dx

V2x2+3"

[ 2x(x* + 1)* dx.
[ e*dx.

[ xe™ dx.

[ o

dx
1+2x2 "

dx
f V1-3x2"

Respostas e Sugestoes

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

2

x2 | 2xJ/x
5+ 5 + C.

. §+%xz\3/x2+3\3/§+ C.

COS ax
. + C.

% + C. Sugestao: Faca u =Inx.

: %1n|3x—7|+C.

. —]zln|c052x|+C.

31n|sen 3|+ C.

. %tg2 ¢ + C. Sugestao: Fagca u =tg @.

3 ~
5~ + C. Sugestdo: Faga u = senx.

4
_cos”x
= + C.

IV2x2 +3 + C. Sugestdo: Faga u=2x*+3.
@ + C. Sugestdo: Fagaw=x*+1.

e+ C.

2 ~
—7e + C. Sugestdo: u = —x*.

IIn(3 +4e*) + C. Sugestdo: u =3 +4e*.

7

% arcsen(v/3x) + C.

Lz arctg(v/2x) + C. Sugestdo: 2x* = (vV/2x)?, u = V2x.



7.7 0 método de integracao por partes

Ha essencialmente dois métodos empregados no célculo de integrais inde-
finidas (primitivas) de fun¢des elementares. Um deles é a integragao por substi-
tuicao, explorada anteriormente. O outro método € chamado de integragéo por

partes, que exploraremos nesta secao.

Suponhamos que u = u(x) e v = v(x) sé@o duas func¢des derivaveis em um
certo intervalo I c R. Entao, para cada x em I, temos

[u(x) -v(x)] =u'(x) - v(x) +u(x) -v'(x).
Assim sendo,
f [/ (x)v(x) + u(x)v'(x)] dx = u(x)v(x) + C,
ou seja,
f v(x)u'(x) dx + f u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) + C.

Podemos escrever ainda

f u(x)v'(x) dx = u(x)v(x) - f v(x)u'(x) dx, (7.3)
considerando que a constante genérica C ja esta implicita na ultima integral.
Sendo u =u(x) e v=v(x), temos

du =u'(x)dx e dv =v'(x) dx, e passamos a formula 7.3 a forma abreviada

u-dv=u-v—- [ v-du. (7.4)
J J

As formulas 7.3 e 7.4 sao chamadas férmulas de integragao por partes.
Exemplo 7.4 Calcular [ xsenx dx.

Solugdo. Tomaremos u = x, € dv = sen x dx.
Teremos du=1dx = dx, ev = [ senx dx.

Para os propdsitos da integracao por partes, basta tomarv = — cos x, menos-
prezando a constante arbitraria da integral v = [ senx dx, pois uma tal escolha
da fungao v é suficiente para validar a formula 7.4.

Temos entao

fxsenxdx=fu-dv=u-v—fv-du
=x~(—cosx)—f(—cosx) dx

= —XCOoSX + f cosxdx = —xcosx +senx + C.



Exemplo 7.5 Calcular [ xInx dx.

- 1
Soluggo. Tomando u = Inx, e dv = x dx, obtemos du = < dx, e como v = [ xdx,

2
obtemos v = X?

Assim, temos

fxlnxdx:fludv:u‘v—f\wdu

2 2
1
:%-lnx—f%';dx

2 2 2
:%-lnx—/gdx:%-lnx—szrC.

7.8 Uma estratégia para integrar por partes

Ao integrar por partes uma integral da forma [ f(x)g(x) dx, devemos sem-
pre escolher, dentre as duas fungbes da expressao f(x)g(x) dx, uma delas como
sendo o fator u e a outra como parte de uma diferencial dv.

Em outras palavras, podemos fazer u = f(x) e dv = g(x) dx, ou u = g(x) e
dv = f(x) dx (ou ainda u = f(x)g(x) e dv = 1 dx). Mas esta escolha ndo pode ser
feita de modo aleatorio.

Uma sugestao que funciona bem na grande maioria das vezes é escolher

as fungdes u e v segundo o critério que descreveremos a seguir.

Considere o seguinte esquema de fungbes elementares:

L I A | T E

Logaritmicas Inversas de Algébricas | Trigonométricas | Exponenciais

trigonométricas

No esquema as letras do anagrama LIATE sao iniciais de diferentes tipos
de fungbes. Uma estratégia que funciona bem é realizar uma integragéo por

partes, escolher, dentre as duas fungdes que aparecem sob o sinal de integral,

» como funcdo u: a fungao cuja letra inicial de caracterizacao posiciona-se

mais a esquerda no anagrama;

« como formando a diferencial dv: a fungao cuja letra inicial de caracteriza-

cao posiciona-se mais a direita no anagrama.



Sumarizando, u deve caracterizar-se pela letra mais proxima de L, e dv

pela letra mais proxima de E. Esta estratégia j& foi adotada nos exemplos de-

senvolvidos anteriormente !

1.

Na integral [ xsenx dx, Exemplo 7.4, fizemos
u = x (Algébrica) e dv = senx dx (Trigonométrica).
No anagrama LIATE, A precede T.

2. Na integral [xlnx dx, Exemplo 7.5, fizemos

7.9

1.

u =Inx (Logaritmica) e dv = x dx (Algébrica).
No anagrama LIATE, L precede precede A.

Problemas

Calcule as seguintes integrais, aplicando integragéo por partes.

[ xe* dx.

2. [Inxdx.

3. [xMInxdx (n=-1).

4. [x cos? x dx.

5.

[ (x* +7x - 5) cos 2x dx.

Respostas e Sugetoes

1.

2.

3.

e*(x-1)+C.

x(lnx-1)+C.

Xn+1

n+l

(lnx— #) + C.

21 1 5 ~racy — ]
7+ gxsen2x + g cos2x + C. Sugestdo: cos”x = 5(1 + cos 2x).

(x? +7x = 5)SBE 4 (2x 4 7)S0sdx _ senlx



UNIDADE 8

Integrais definidas e aplicacoes






8.1 Aintegral definida

Seja y = f(x) uma fungdo continua em um intervalo fechado [a, b].

Subdividamos o intervalo [a, b] por meio de n+1 pontos X, X1,X2, + + -y Xn-1y X,

tais que

a=%X)<X] <X2 <+ <Xp_1 <Xp=Db.
O conjunto de pontos p = {xo = a,x1,X2,...,Xn_1,Xn = b} constitui uma subdivi-
sdo ou particdo do intervalo [a, b].

Tomemos ainda pontos ¢y, ¢, ¢3,...,¢n-1,cn €M [a, b], tais que
c1 € [xoyx1] =[a,x1]y €2 € [x1,%2], +-+y Ci€[Xi1,%4]y +vv s Cn € [Xno1yXn]-
Sejam
AX1 =X1 = X0y AX2 =X2 = X7y vvv y AX{E =X = Xi1y vve y DX =X — Xn1.

E formemos a soma
n
S=1(c1)Ax; +T(c2)Axg + -+ f(cn)Axn = Y F(ci)Axy.
i=1

Esta € uma soma integral de f, no intervalo [a, b], correspondente a parti-
¢ao p, e a escolha de pontos intermediarios cy,...,cn.

Note que, quando f(x) >0 em [a,b], a soma integral de f, S = Z f(ci)Axi,
€ a soma das areas de n retdngulos, sendo o i-ésimo retangulo, para 1<ig<m,
de base Ax; e altura f(c;). Isto é ilustrado na Figura 8.1.

Seja A o maior dos numeros Ax;, Axa, ..., Axn. Escrevemos
A = max{Ax1,Ax2, ..., Axy } = max Ax;.

Tal nUmero A é também chamado de norma da particao .

A integral definida de f, de a até b (ou no intervalo [a,b]) € o nUmero real

b
y:/ f(x)dx:knés— lim chl)Ax1

max Ax;—0 ! i

Observagao 8.1 Se f(x) > 0 no intervalo [a,b], quando max Ax; — 0, 0 numero

k, de sub-intervalos de [a,b] tende a .

Os retangulos ilustrados na Figura 8.1 tornam-se cada vez mais estreitos

e numerosos a medida que max Ax; torna-se mais e mais proximo de 0.

Neste caso, 11m Yiv, f(ci)Ax; definird a drea compreendida entre a

max Ax; —0

curvay = f(x), o eixo x, e as retas verticaisx = a, x = b.



y
y = f(x)
f(cn)
I flc,)
f(cz)
f(c1)
X
a=x, C X c, X c X X c X.=b
| 0 1 I1 2 I2 3 !3 n-1 n n
' AX, AX, AXq AX,

Figura 8.1 Quando f(x) > 0 em [a,b], uma soma integral de f, S = 2 f(ci)Axi, € a
soma das areas de n retdngulos, sendo o i-ésimo retangulo paral<i<n,
de base Ax; e altura f(c;).

Sumarizando, se f(x) >0 em [a,b], entdo

b
f f(x) dx = (area sob o gréfico de f, de x = a até x =b).
a

Observacao 8.2 Poroutro lado, se f(x) < 0 paratodox € [a,b], teremos fab f(x) dx

= -A, sendo A a area (positiva) da regido plana compreendida entre o eixo x, 0
graficode f, easrefasx=a ex =b.

Figura 8.2 fab f=A1-Ay+A3-A4.

Observacao 8.3 Se o grafico de f, no intervalo [a,b], é como o grafico esbo-

cado na Figura 8.2, entao, sendo A4, Ay, A3 e A4 as areas (positivas) indicadas



na figura, teremos

b
f f(x) dx = Ay — Az + Az — A
a

Assumiremos sem demonstracdo as seguintes propriedades.

Proposicao 8.1 Sef e g sdo continuas em[a,b], entdo, sendo k uma constante

ea<c<b,
1 J2(F) + 9(x)) dx = [ F(x) dx + [ g(x) dx.
2. [Px-f(x)dx =k [2(x) dx.
3. [Sf(x)dx+ [P f(x)dx= [ f(x)dx.

4. sef(x) < g(x), para todo x ¢ [a,b], entdo [° f(x) dx < [ g(x) dx.

Observacgao 8.4 Sendo f continua em [a,b], sdo adotadas as seguintes con-

vencoes (definicbes).
(i) [ f(x)dx =0.
(ii) [y f(x)dx =- fab f(x) dx.

Adotadas essas convengébes, a Proposicdo 8.1, anteriormente enunciada,
continua verdadeira qualquer que seja a ordem dos limites de integracdo a, b e

¢, podendo ainda dois deles (ou os trés) coincidirem.

8.2 0O teorema fundamental do calculo

O teorema fundamental do calculo estabelece o modo pelo qual as integrais

definidas podem ser calculadas por meio de integrais indefinidas.

Teorema 8.1 (Teorema fundamental do calculo) Sendo f uma fungcdo conti-

nua no intervalo [a,b],

se f f(x)dx =F(x) +C entdo fb f(x) dx = F(b) - F(a).



E costume em célculo denotar [F(x)]° = F(x)|° = F(b) - F(a). Ou seja,
sendo [ f(x) dx = F(x) + C, obtemos

b
f f(x) dx = F(x)[2 = F(b) - F(a)

Exemplo 8.1 Calcular a area compreendida entre a curvay = senx € 0 €iX0 x,

para0<x<m.

Solugdo. Como senx > 0 quando
0 < x < m temos que a éarea y f“se”"
procurada é dada pela integral
A = [y senx dx.

2 unidades de area

Temos [ senxdx = —cosx + C. 0 T X

Logo, A = [ senx dx = [-cosx]T = (—cosm) — (—cos0) = 1+ 1 =2 (unidades

de area).
Exemplo 8.2 Calcular f_ll xV'1 +x2 dx.

Fazendo u = 1 +xZ, calculamos [ x\V/1+x2dx = :v/1 +x2 + C.
3

Pelo Teorema fundamental do calculo,

1
f_]]xv1 +x2dx = %\/1+xz‘_] =\/T§_¢Tg=0_

Exemplo 8.3 Calcular a area delimitada pela circunferéncia dada pela equacao

X +y? = a’.

Para calcular a area A desse circulo, basta calcular a area sob o semicirculo

y = Va? -x2, acima do eixo x, entre os pontos x = —a e x = a, ou seja, calcular
a
A2 = [ Va2 - x2dx.
—-a

Em uma boa tabela de integrais indefinidas, encontramos:

2
X a X
/\/az—xzdx:z\/az—x2+?arcsen—+C.

a

Assim sendo,



A a
—:f VaZ-x2dx
27" )
2
:f\/az—xzdx: (g\/az—x2+a?arcseni)

a

a

—-a

2 2
= a?arcsenl - %arcsen(—])
@ _a (F)-2 @ n_mat
22 2 \2) "2 2 2°

E portanto a area do circulo é A = ma’.

8.3 Problemas

1. Calcule as integrais definidas listadas abaixo.

(@) [ 2.
V2/2 x
(0) fo*"* s

(c) Oﬂ/s tgx dx.

@ /.
(e) [y sentdt.

f) [/ senx cos®x dx.
0

4 xd
(@ i st
2. Calcule a integral [Ot Va2 -xZdx (0 <t < a), sem usar antiderivadas, inter-

pretando-a como area sob a curva (semicirculo) y = Va2 - x2, e acima do
eixo x, no intervalo [0, t] (Figura 8.3).

A

y
—

y X

0 t

Figura 8.3 Area sob a curvay = vaZ - x2, e acima do eixo x, no intervalo [0,t], sub-
dividida em duas regides.



Respostas e Sugestoes

1. (a) m/2.
(b) m/4.
(€) In2.
(d) Inx.
(e) 1--cosx.
(f) 1/3.
(@) 3v2/2.

2 ~ .. z
2. 5Va?-t? + Sarcsent. Sugestdo: Subdivida a 4rea a ser calculada em

a

duas regides, como sugere a Figura 8.3.

8.4 Aplicacoes selecionadas da integral definida

8.4.1 Area de uma regido plana

Suponhamos que f e g s@o duas fungbes continuas no intervalo [a,b],
sendo f(x) > g(x), para todo x € [a, b].

Para x € [a,b], consideramos, apoiada a esquerda no ponto x, uma fatia
retangular vertical, de base Ax, e altura h(x) = f(x) - g(x), como na Figura 8.4.

A area dessa fatia sera dada por AA = [f(x) - g(x)]Ax.

by Y =y
AA = [f(x) - g(X)] Ax /

N
y =9g(x)
0 a X b )Z
\ B
— —Ax

Figura 8.4 Fatia retangular vertical, de base Ax, e altura h(x) = f(x) - g(x), apoiada a
esquerda no ponto x.

Se subdividirmos o intervalo [a, b] em varios subintervalos de comprimento

Ax, e sobre cada um deles construirmos uma area AA, como acima, teremos a



area entre as duas curvas, compreendida entre as retas verticais x = a e x = b,

dada aproximadamente por

2 AA = Y TF(x) - g(x)]Ax,

onde, pelo bem da simplicidade, estamos omitindo os indices do somatério.

A area entre as duas curvas, compreendida entre as retas verticais x = a
e x = b, sera dada pelo limite de tais somas integrais, quando Ax — 0, ou seja,
sera dada por

b
A= lim Y[F(x) - 9(x)]ax = [ [f(x) - g(x)] dx.

Sendo AA = [f(x) — g(x)]Ax, é costume simbolizar dA = [f(x) - g(x)]dx.
Logo, A = fab dA.

Além disso, é costume dizer que dA = [f(x) - g(x)]dx é um elemento
infinitesimal de area, de altura f(x) — g(x), sobre um elemento infinitesimal de
comprimento dx. O simbolo de integracao, [, provém da forma de um arcaico S,
e tem o significado de “soma (veja isto: foma) de um numero infinito de quanti-
dades infinitesimais” . Assim, se f(x) >0, [ab f(x) dx corresponde, grosso modo,
a uma soma de “elementos infinitesimais de area”, de alturas f(x), e base dx,

com x “variando” de a até b.

Exemplo 8.4 Calcular a drea delimitada pelas curvasy = x* ey = V/x.

Figura 8.5 Area delimitada pelas curvas y =x%? ey = /x

Solucdo. As curvas dadas se interceptam em xo = 0 e em x; = 1 (solugdes de
x% = \/x). Para 0 <x < 1, temos /x > x*. Veja Figura 8.5.

Assim sendo, a drea entre as duas curvas é dada por
1 27 a0 - (112 o278 (2332 31 2 1 _1
A= [y [Vx-xdx= [y [x" —x]dx—[gx/ —%]0—§—§—§.



8.4.2 Média ou valor médio de uma funcao

Seja f uma fungéo continua no intervalo [a,b]. Em [a,b] tomemos os n+1

pontos igualmente espagados
X0=a<X] <X2<...<Xn_1<Xp =D,

isto &, tais que

b-a
—

X1 —=X0=X2—X] =...=Xn —Xp-1 = AXx =

A média aritmética dos n + 1 valores f(xo), f(x1),f(x2),...,f(xn), € dada

por
f(xo) + f(x1) + -+ f(xn)
Hn = .
n+1

Definiremos a média (ou valor médio) da fungéo f, no intervalo [a, b], como

sendo
f= lim .
n—oo

E possivel demonstrar que o valor médio da fungéo f(x), no intervalo [a,b],

€ dado pela integral

F [2f(x) dx
b-a

Exemplo 8.5 Determine o valor médio de f(x) = x?, no intervalo a < x < b.
Solugao. O valor médio de f em [a,b], é dado por
_ 1 b, 1 3" 1 (B &
f= f x“dx = —| = - -
b-aJa b-a 3|, b-a\3 3
a

_(b-a)(a’+ab+b?) a’+ab+b?
- 3(b-a) - 3 '

8.4.3 Volume de um solido

Na Figura 8.6, para cada x, a < x < b, um plano perpendicular a um eixo x
corta um sélido (com forma de uma batata, por exemplo) determinando no sélido
uma secgao transversal de area A(x). De x = a até x = b, sdo determinadas as
areas de todas todas as seccgdes transversais desse sélido, sendo b — a o0 seu

“comprimento”. Qual é o seu volume ?

Suponhamos que o intervalo [a, b] é subdividido em n subintervalos, todos

de comprimento Ax = (b - a)/n.



AV = A(x)-Ax

|
| ' \
| — I l <=1
| I : AX
! I | -
a X b X
[¢—
AX

Figura 8.6 Paracadax, a <x <b, um plano perpendicular a um eixo x corta um sélido
(com forma de uma batata) determinando uma seccao transversal de area
A(x). Uma fatia da batata tera volume AV = A(x) - Ax.

Se x € um ponto dessa subdivisdo, determina-se um volume de uma fatia

“cilindrica”, de “base” com area A(x) e “altura” Ax,
AV =V(x) - Ax.

Uma aproximagao do volume do sélido é dado pelo somatério desses va-

rios volumes cilindricos,
V=Y AV =) A(x)-Ax,
X

sendo o somatoério aqui escrito sem os habituais indices i, para simplificar a
notacdo. Quanto mais finas as fatias “cilindricas”, mais préoximo o somatdério

estara do volume do sélido, sendo seu volume igual a

b
V= lim ZAV:AHXTOZA(X)-sza A(x) dx.

=1
Ax—0
Os cientistas de areas aplicadas costumam dizer que dV = A(x) - dx é um
elemento infinitesimal de volume, construido sobre um ponto x, de um “cilindro”
de area da base A(x) e altura (espessura) “infinitesimal” dx. Ao “somar” os
infinitos elementos de volume, temos fab dv = jab A(x) dx igual ao volume do

solido.

Exemplo 8.6 Qual é o volume de um tronco de pirdmide, de altura h, cuja base

€ um quadrado de lado a e cujo topo é um quadrado de lado b ?



Solugcdo. Posicionemos um eixo x perpendicular as duas bases. Cada ponto
(altura) x, demarcada nesse eixo, corresponde, no tronco de piramide, a uma
secgao transversal quadrada, de tal modo que x = 0 corresponde a base qua-
drada de lado a, e x = h corresponde ao topo quadrado de lado b. Veja a Figura
8.7.

Figura 8.7 Tronco de piramide, de altura h, cuja base é um quadrado de lado a e cujo
topo € um quadrado de lado b.

Procurando uma fungéo afim, f(x) = mx +n, tal que f(0) = a e f(h) = b.

encontramos f(x) = a + 29x.

A area da seccao transversal, na altura x, é dada por

x| .

O volume do tronco de piramide é entao

h h b-a \?
- [TAwax= [ ( ) _
\% [0 (x) dx ;e dx

Fazendo u = a + 2%x, temos du = 22 dx. Além disso, u=a parax =0, e
h h

A(x) = (a+ b

u=">b parax = h, e entdo

h h b
V:f A(x)dx:—f u? du
0 b-aJa
b

L
b-a 3

h

h
= ———(b®-d’) = =(a* + ab + b?).
. 3(b—a)( a’) 3(a +ab+b?)

Note que o volume do tronco de piramide é 1/3 do produto de sua altura
pelo valor médio das areas das secgbes transversais (veja Exemplo 8.5). Con-
forme um antigo papiro, esta férmula ja era conhecida pela civilizagdo egipcia

do segundo milénio a.C.



8.4.3.1 Volume de um sélido de revolucéao

Quando rotacionamos uma regiao do plano xy em torno do eixo x ou do
eixo y, realizando uma volta completa, o lugar geométrico descrito pelos pontos
da regiao é o que chamamos um sdélido de revolugéo.

Suponhamos que um sélido de revolugdo € obtido rotacionando-se, em

torno do eixo x, uma regido plana delimitada pelas curvas y = f(x), y = g(x), e

pelas retas verticais x = a e x = b, sendo f(x) > g(x) para a < x < b.

Figura 8.8 Para cada x € [a,b], um plano perpendicular ao eixo x, cortando o eixo no
ponto x, determina no sélido de revolu¢do uma seccgao transversal circular
ou anular.

Para cada x € [a,b], um plano perpendicular ao eixo x, cortando este no
ponto x, determina no sélido de revolugdo uma seccgao transversal. Esta seccao
transversal é obtida pela revolugdo completa, em torno do eixo x, do segmento
vertical A,By, sendo A, = (x,g(x)) € By = (x,f(x)). Veja Figura 8.8

A area dessa secgdo transversal é a area de uma regiao (anular ou circular)
plana compreendida entre dois circulos concéntricos de centro (x,0), sendo um
menor, de raio g(x), e outro maior, de raio f(x). Como a area de um circulo
de raio v é mr?, temos que a area A(x), da secgdo transversal do sélido de

revolucao, € dada por
A(x) = n[f(x)]* - n[g(x)]*.

Portanto, o volume do sélido de revolugao sera
b b
V= [TAm = [CIfo1 - nlg()1) dx.

Se a regido plana for delimitada pelo grafico de y = f(x), pelo eixo x, e



pelas retas x = a € x = b, teremos g(x) =0, e entdo
b 2
V= f n[f(x)]" dx.
a
Exemplo 8.7 Deduza que o volume de uma esfera de raio R é %‘nR?

A esfera de raio R pode ser interpretada como o sélido obtido pela revo-
lucdo da regido semicircular x? + y* < R%, y > 0, em torno do eixo x. Uma tal
regido é delimitada pelas curvas y = VR?2 - x%, e y = 0, com -R < x < R. Assim,

f(x) = VRZ-x% e g(x) =0, sendo
dV = A(x) dx = m[f(x)]* dx = (R? - x?) dx,

o elemento de volume a integrar.

Portanto,
R 3R
V= [ m(R? - x?%) dx:ﬁ[sz—X—]
-R 31k
3 3
= 7T(R3 - R?) —n(—R3 + R?) = %TER?)

8.5 Problemas

1. Calcule a area delimitada pelas curvas dadas a seguir:

(a) curvasy’>=9x ey = 3x.

2

(b) curvas xy =a°,x=a,y=2a(a>0)eoeixo x.

(c) curvay = x>, pelaretay = 8 e pelo eixo y.

2. Determine a média ou valor médio da fungao dada, no intervalo especifi-
cado.

(@) f(x)=x*, a<x<b.
(b) f(x)=vx,a<x<b(0<a<b).
3. Em cada problema, calcule o volume do sélido obtido por revolugéo, con-
forme descrito.

2y
(a) Aelipse — + = =1 gira em torno do eixo x.
a? b2

(b) O arco de senoide y =senx, 0 <x <, gira em torno do eixo x.

(c) A regido delimitada pela parébola y? = 4x, pela reta x = 4 e pelo eixo

X, gira em torno do eixo x.



1.

Respostas

(a) 1/2.
(b) a’In2.
(c) 12.

(@) f=1(a’+ab+b?).

_ 2(a+b+ab)
- 3(anvb)

—
O

N
—

(a) {mab’.
(b) /2.
(c) 32m.
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