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APRESENTAGAO

A Estatistica € uma ciéncia que desenvolve e disponibiliza métodos e técni-
cas para lidarmos com nimeros. Podemos transforma-los em graficos e tabelas
ou aplicar métodos mais complexos de analise, de forma a extrair deles informa-
¢Oes Uteis que podem ser utilizadas para guiar nossas decisoes.

A rigor, a incerteza permeia tudo o que vivenciamos no dia a dia. No mun-
do real, nada ou quase nada € exatamente o que aparenta ser. Veja o exemplo:
Quando compramos 1 kg de arroz em um supermercado, estamos, de fato, com-
prando algo muito proximo de 1 kg, mas que pode variar um pouquinho para
cima ou para baixo. Temos nesse caso uma dose de incerteza. O mesmo ocorre
com medices feitas no exercicio profissional. Para lidar com situacfes que en-
volvam incerteza, apresentamos algumas Leis de Probabilidade, que permitem,
de alguma forma, medir o quanto essa incerteza afeta os nossos resultados.
Portanto, podemos também nos referir & Estatistica como a ciéncia que nos
possibilita tratar com a incerteza.

Um aspecto importante da Estatistica € que ela nos permite analisar pe-
guenos conjuntos de dados, que chamamos de amostra, e concluir para todos
os elementos de um conjunto maior, no qual esta o nosso interessse, ao qual
chamamos populacgéo.

A esse procedimento chamamos inferéncia, quando analisamos uma pe-
guena parte e generalizamos para o todo.

No caso do exemplo do arroz, seria como analisar uma amostra de 10 sa-
quinhos de arroz e concluir para todo um lote de um mesmo fornecedor. Como
fica aincerteza nesse caso? Se encontrarmos uma diferenga para menos, pode-
remos afirmar que o consumidor esta sendo prejudicado? Ou se trata apenas de
uma variagdo eventual e que nao se repetira com frequéncia? Questdes simila-
res podem ser aplicadas a relacdo entre empresas que comercializam produtos
entre si.

O objetivo deste texto € apresentar uma introducdo a estatistica direcio-
nada especialmente aos usuarios desses métodos. Uma dificuldade que todo
principiante tem com métodos estatisticos esta relacionada ao volume de contas
gue devem ser realizadas. Por esse motivo, incluimos, no inicio, uma introducao
a uma ferramenta computacional que permite ao leitor realizar os calculos rela-
cionados aos temas estatisticos apresentados.

O texto esta organizado de forma que, na Unidade 1, apresentamos uma
breve introducdo ao R, um programa que permitird aos leitores implementar
todos 0s métodos e técnicas tratados neste texto. O R € um programa de livre

11



12

acesso, disponivel na internet, e que pode ser obtido gratuitamente. Apos essa
introducdo, nas unidades seguintes, as instrucdes do R relacionadas a cada
nova técnica estatistica seréo também apresentadas.

Estatistica Descritiva é o tema da Unidade 2. Nessa Unidade, apresenta-
mos algumas técnicas voltadas a descri¢cdo, sumarizacdo e apresentacao de
dados. Essas técnicas sdo geralmente utilizadas no primeiro contato com um
conjunto de dados e permitem tracar um perfil do fenémeno que se esta estu-
dando. Também s&o muito Uteis em apresentacdes em geral.

Apresentamos, na Unidade 3, uma introducdo a teoria de probabilidades.
Os tépicos buscam introduzir o leitor as ideias de aleatoriedade e incerteza,
caracteristicas que estédo associadas aos fenbmenos em geral. Os conceitos de
probabilidade fornecidos nessa Unidade formam a base necessaria ao entendi-
mento dos métodos apresentados na Unidade 4.

Por fim, na Unidade 4, apresentamos os métodos inferenciais. Esses méto-
dos permitem, a partir da observacdo de amostras, estabelecer conclusdes so-
bre as populacBes que as geram, sempre com o controle da incerteza associada
a essas conclusdes. Introduzimos nessa Unidade os temas estimacéo, intervalo
de confianga, teste de hip6teses, amostragem, regressao linear simples e pla-
nejamento de experimentos.

Para encerrar, eu gostaria de agradecer a todos que, de forma direta ou
indireta, contribuiram para a elaboracdo deste material. Também gostaria de
deixar aberta a possibilidade de envio de sugestdes e criticas, ja que este é um
projeto em andamento e este texto devera ser alterado em breve com a incluséo
de novos tépicos e melhoramento dos ja existentes. Quem desejar contribuir
com sugestdes, pode fazé-lo enviando uma mensagem para o endereco eletro-
nico dlam@ufscar.br. Desde j4, agradeco.

Luis Aparecido Milan



UNIDADE 1

Aprendendo a utilizar o R






1.1 Primeiras palavras

Nesta Unidade, introduzimos a ferramenta computacional necessaria para
implementar todos os procedimentos estatisticos descritos nas unidades que
seguem. Trata-se do R, um aplicativo que esta disponivel para Windows, Linux e
MacOS X, podendo ser obtido livremente na internet.

1.2 Problematizando o tema

Os métodos estatisticos em geral envolvem a realizacdo de muitos calcu-
los e 0 R nos permite realiza-los de forma rapida e segura.

1.3 Texto basico para estudos

O R é um programa de uso geral, versatil e que pode servir a muitas finali-
dades. Ele pode, por exemplo, ser utilizado para fazer o orcamento doméstico.

Uma de suas caracteristicas importantes e que nos interessa em particular
€ sua capacidade de realizar célculos e graficos estatisticos. O R sera muito uti-
lizado nesse texto. Por essa razdo, € essencial que todos consigam instala-lo em
seus computadores e aprendam a utiliza-lo.

Vamos, entéo, instalar o programa R no computador e aprender a fazer
algumas operacdes simples com ele.

1.3.1 Instalando o R em seu computador

O R, no Brasil, pode ser encontrado no seguinte endereco de internet:
<http://brieger.esalq.usp.br/CRAN/>.”

Para utilizar o programa, vocé deve acessar o enderegco e proceder da
seguinte forma:

Procedimento de instalacdo do R:

1. Acesse a péagina indicada anteriormente;

2. Escolha o sistema operacional a ser utilizado: Linux, MacOS X ou Windows;

7 Caso esse endere¢o nao esteja funcionando, o programa esta disponivel em muitos
outros enderecos pelo mundo. Para encontra-los, basta realizar uma busca na internet
com a sigla “CRAN?", o resultado da busca sera o site do do projeto que desenvolve o R,
“http://cran.r-project.org/”. Em seguida, selecione a opc¢éo “mirrors”, isso fornecerd uma
lista de sites espelhos onde o programa esta disponivel. Escolha o mais préximo e siga
em frente.



3. Selecione a opc¢éao “base”;

4. Baixe o instalador do programa R selecionando a op¢éo adequada ao seu
sistema operacional. Nesse ponto, o seu navegador pedira autorizagdo
para executar um argquivo com extensao “exe”. Isso ocorrera de forma di-
ferente, dependendo do navegador utilizado (se Internet Explorer, ou Fi-
refox, ou Chrome, ou outro), e vocé deve autorizar a execugdo para que
a mesma ocorra, isto é feito clicando sobre a opc¢ao “Run” ou “Execute”,
ou algo similar. Alguns navegadores também oferecem a opcéo “Salvar
arquivo”, nesse caso vocé deve escolher a pasta em que deseja salvar o
arquivo com o programa instalador. Procedendo dessa forma, vocé tera
em seu computador um arquivo executavel — com extensao “exe”;

5. Clicando sobre o nome desse arquivo executavel, vocé instalara o R em
seu computador. Durante a instalacao, € oferecida a op¢éo de idiomas,
vocé pode escolher “Portugués (Brasil)”. A seguir, varias escolhas sao
oferecidas ao usuario que instala o programa. Sugerimos que vocé acei-
te as escolhas padréo, clicando sobre a opgéao “Avancar”, para que ele
inicie a instalacdo. Uma janela com a opg¢éao “Concluir’ é apresentada.
Selecione-a para encerrar a instalagao;

6. Um icone com a letra R devera aparecer em sua area de trabalho. Toda vez
gue vocé quiser executar o programa, vocé devera clicar sobre esse icone.

1.3.2 Primeiros passos

O R é um programa que permite varios niveis de utilizacdo. O usuario inex-
periente pode utiliza-lo de uma forma muito simples, como se fosse uma calcula-
dora. Com o uso continuado, o usuario vai se familiarizando com o aplicativo. Um
especialista pode realizar calculos estatisticos extremamente sofisticados com o
mesmo programa. Isso torna o R interessante para utilizacdo nos mais variados
niveis, de forma que o usuario pode utiliza-lo de maneira elementar no inicio, e, a
medida que avanca, novas instrucdes vao sendo adicionadas.

Para iniciar a execucao do R, vocé deve clicar sobre o icone “R” na area
de trabalho do seu computador. Surgira, entdo, uma janela com a expressao “R
Console” no canto superior esquerdo. Esta é a tela de comandos.

A tela de comandos permite ao usuario apresentar instrucées ao computa-
dor e obter respostas imediatas para cada instrucao, individualmente, ou para um
grupo delas. Por essa razdo, dizemos que esta € uma linguagem interpretativa
ou interpretada.



Assim sendo, iniciaremos a utilizacdo do R com instru¢cées bem elemen-
tares. E altamente recomendavel que o leitor leia esta se¢do com o R aberto e
gue, a cada nova instrucdo apresentada, execute-a e procure entender o seu
funcionamento.

Operagdes diretas

O R pode ser utilizado como se fosse uma calculadora. Experimente digi-
tar, na tela de comandos, por exemplo, a sequéncia “4 * 2" seguida da tecla
<enter>,2 0 nimero obtido deve ser o 8, que é o resultado da multiplicacéo de 4
por 2. Para evitar repeticdes a tecla <enter> sera omitida a partir daqui.

Instrucdes para o R serdo apresentadas em quadros como 0 exposto a
seguir. O simbolo # indica o inicio de um comentario, assim o contetdo de uma
linha a partir do # é ignorado pelo interpretador da linguagem, ndo sendo por-
tanto executado.

4 * 2 <enter> #  multiplicacdo de 4 por 2

A partir deste ponto, apresentamos varios exemplos de instru¢des em lin-
guagem R. E importante frisar que todos estes exemplos devem ser experimen-
tados pelo leitor, 0 que facilita a assimilacdo da informacé&o. Os exemplos em R
aparecem em quadros como o exposto acima. Nos quadros, as instrugdes estao
prontas e devem ser experimentadas como estdo. Basta digita-las na tela de
comandos.

As operacdes aritméticas de soma, subtracéo, multiplicacéo e divisdo sdo
implementadas pelos simbolos *, +, - e / respectivamente.

2 + 3 # adicéo
5 -3 #  subtracdo
9 / 2 # divisdo

As operagOes de exponenciacdo (poténcia), divisdo inteira e modulo (res-
to da divisao inteira), por sua vez, sao implementadas por meio dos simbolos
N, %1% e %%, respectivamente. O valor da constante n esta disponivel no R para
ser usada em expressdes matematicas como pi, sendo pi = 3,141593... .

8 Em alguns teclados, a tecla <enter> pode ser representada pelo simbolo “4”.



273 #  exponenciagdo (dois elevado ao cubo)
9 %/% 2 # diviséo inteira

9 %% 2 # maodulo (resto da divisdo inteira)

pi # mostra o valor de & (pi)

E importante notar que, na tela de comandos, utilizamos ponto (.) e néo

i virgula (,) para separar a parte inteira da parte decimal dos nimeros, ja que as

instrucdes executaveis do R seguem a norma internacional. No texto, contudo,
utilizamos virgula, seguindo a norma brasileira.

As principais fungdes matematicas estao disponiveis no R. Apresentamos
uma lista dessas fun¢des na Tabela 1.1, em que uma lista de instrucdes (e/ou
funcdes) em sua forma geral e os argumentos das fun¢des aparecem na forma
de letras, sendo que, na maioria dos casos, utilizamos a letra “x”, mas outras
letras também séo utilizadas. Para fazer uso dessas instru¢des no R, devemos

i substituir as letras por nimeros adequados a cada fungéo ou atribuir valores a

essas letras (séo as variaveis, como descrevemos mais adiante). Mais uma vez,
recomendamos ao leitor que experimente cada uma das func¢des para entender
seu funcionamento.

| Tabelal1.l FungBes mateméticas disponiveis no R.

Instrucéo Efeito

abs (x) Valor absoluto de x

exp (x) Exponencial de x

gamma (x) Gama de x (matematica)
lgamma (x) Log-gama de x

log (x) Logaritmo de x na base e
1logl0 (x) Logaritmo de x na base 10
sgrt (x) Raiz quadrada de x
sin(x) Seno de x

cos (x) Cosseno de x

tan (x) Tangente de x

asin (x) Arco seno de x

acos (x) Arco cosseno de x

atan (x) Arco tangente de x

sinh (x) Seno hiperbdlico de x

cosh (x) Cosseno hiperbdlico de x
tanh (x) Tangente hiperbolica de x
asinh (x) Arco seno hiperbdlico de x
acosh (x) Arco cosseno hiperbdlico de x
atanh (x) Arco tangente hiperbdlico de x




Tabela 1.1 Continuacéo...

Instrucéo Efeito

ceiling (x) Menor inteiro > ou = a x

floor (x) Maior inteiro < ou = a x

round (x,digits = k) | Arredonda x para k casas decimais

Um aspecto relevante na execucao de instrugcdes em R é que 0s nomes
das funcdes devem ser digitados exatamente com estdo. Pequenas mudancas,
tais como passar uma letra de mindscula para mailscula, faz com que o R ndo
execute a instrucdo adequadamente. Por exemplo, para o R, “Pi” é diferente de

No quadro que segue, mostramos a aplicacdo de algumas das funcdes
introduzidas na tabela Tabela 1.1.

round (pi, 7j) arredonda o conteudo do primeiro argumento para j

sqgrt (9) # calcula a raiz quadrada de 9
log (9) # calcula logaritmo de 9 na base e
ceiling(1.9) # calcula o maior inteiro
ceiling(-1.9) # calcula o maior inteiro
floor(1.9) # calcula o menor inteiro
floor (-1.9) #  calcula o menor inteiro

#

#

casas decimais (j deve ser um numero inteiro)

Operacbes com variaveis

O R também nos permite armazenar valores numéricos ou alfanumeéricos
em variaveis. Variaveis séo referéncias (nomes) que utilizamos para armazenar
objetos que podem ser nimeros, sequéncias, etc. Por exemplo, o nimero real
3.2 pode ser armazenado na variavel “X” por meio da instrucdo mostrada no
quadro a seguir, que deve ser lido como “X recebe 3.2".

X = 3.2 # variavel numérica

O conteudo de uma variavel pode ser verificado digitando-se o nome da
variavel seguido da tecla <enter>.

X <enter>




Todas as fungdes listadas na Tabela 1.1 também se aplicam a variaveis.

Experimente os comandos listados no quadro a seguir.

Exemplos de instru¢des com variaveis.

z1

z1

z2

z2=

Armazena 7.3 emy
= sin(y) Calcula seno de 7.3 e guarda em z1
Mostra o contetdo de z1

log (sqgrt (sin(atan(y)))) Calcula a expresséo e guarda em z2

O O®F O H O H R

Mostra o contetido de z2

Escolha dos nomes das variaveis

Ao escolher os nomes das variaveis, devemos atentar para alguns aspectos:

i) Os nomes das variaveis devem ser formados por combinacfes de le-
tras, nimeros e pontos, ndo podendo comecar por um nimero;

i) O R considera diferencgas entre letras mailsculas e mindsculas, portanto
‘X’ e ‘X' se referem a variaveis diferentes, da mesma forma que o contetdo
“Marte” é diferente de “marte”, e ambos sao distintos de “MARTE”;

iii) Ao escolher nomes para as variaveis, devem ser evitados 0s nomes re-
servados para uso da propria linguagem. Entre esses nomes, estao, por
exemplo, os nomes das fun¢des mateméaticas, mostrados na Tabela 1.1,
e outros que poderao ou nao ser citados aqui. Para saber se um nome
estd ou ndo sendo usado pela linguagem, digite o nome seguido da
tecla <enter>. Caso esteja sendo usado, a tela mostrara seu conteldo;
caso nao esteja em uso, a resposta sera Object “nome” not found.

Faca um teste para verificar alguns nomes de variaveis de sua escolha e

compare-0s com alguns nomes reservados.

As variaveis previamente utilizadas pelo usuéario podem ter seu contetdo

redefinido, bastando, para isso, atribuir as mesmas um novo contetdo.

Tipos de variaveis

Variaveis no R podem ser dos seguintes tipos: huméricas, logicas, alfanu-

méricas ou complexas.

As variaveis numéricas sao as mais comuns e sao usadas para arma-

zenar conteudo numerico. Tal conteddo pode ser um ndmero inteiro ou real. No

exemplo mostrado acima, X armazenou o numero real 3,2.




As variaveis logicas assumem as condic¢des “verdadeiro” e “falso”, que séo
representadas pelas palavras TRUE e FALSE (“verdadeiro” e “falso” em inglés,
respectivamente). Veja no quadro a seguir a definicdo de varidveis logicas. Note
gue em TRUE e FALSE todas as letras sdo maiulsculas.

TRUE

=
Il

X = FALSE

As variaveis logicas serdo utilizadas mais adiante como argumentos de
funcbes estatisticas e também para controle de fluxo em programas. Variaveis
com conteudo l6gico podem ser utilizadas em expressbes aritméticas e, nesse
caso, assumem os valores 1 e 0 em lugar de TRUE e FALSE, respectivamente.
Elas também tém utilizacdo ampla em programacao de novos procedimentos,
mas esse tipo de programacao esta fora do escopo deste texto.

Experimente os comandos que seguem, vocé vera que dependendo do
resultado da operacao légica, a operagdo y * 5 assume valores diferentes.
Na primeira linha y recebe o resultado da operacéao légica “4 maior ou igual a 3,
cujo resultado é verdadeiro, portanto o contelddo de y passa ser TRUE. A Tabela
1.2 mostra os operadores disponiveis no R.

y =4 >= 3
Yy

y * 5

y =4 <3
Yy

y * 5

As variaveis alfanuméricas armazenam conteldo alfanumérico, como
mostrado no quadro a seguir.

‘Marte’

X
Il

y = 12000’

Nesse caso, 0 conteddo deve estar entre aspas e nao deve ser utilizado em
operacfes numéricas.




Sempre que o resultado de uma operacdo nao estiver definido, por exem-
plo, quando tentarmos obter o logaritmo de um namero negativo, o contetdo

i atribuido sera “NA”. O contetido “NA” também é utilizado em situacdes em que
i temos dados com valores ndo conhecidos, os chamados missing values.

As opera¢Bes com variaveis sdo usualmente separadas por meio de uma
mudanca de linha. Também é possivel arranjar as instru¢des de forma a termos
mais que uma por linha, bastando, para isso, separa-las com ponto e virgulas (;),
como mostrado a seguir.

X = 10; z1 = sin(x); z2 = cos(x)

A linguagem R permite que trabalhemos com varidveis complexas. No
entanto, ndo tratamos desse tdpico aqui, pois ele esta fora do escopo deste
material.

Comparadores e operadores logicos

Comparacdes podem ser feitas entre variaveis, entre constantes ou entre

variaveis e constantes. O resultado da operacao serd TRUE ou FALSE e podera
ser atribuido a outra variavel. Os operadores l6gicos usuais estao disponiveis na

linguagem. A lista desses comparadores é mostrada na Tabela 1.2.

Tabela 1.2 Operadores para comparagoes.

> Maior

>= Maior ou igual
< Menor

<= Menor ou igual
== Igual

= Diferente

& E

&& E sequencial

| Ou

| Ou sequencial
xor (el,e2) | Ou exclusivo

! N&o

No quadro a seguir, apresentamos alguns exemplos de operacdes com

: varidveis logicas.

Exemplos de operagBes com variaveis e operacoes logicas.



x = 2 # atribui valor 2 a x

y =3 # atribui valor 3 ay

x < vy # operador “menor”

X >=y # operador “maior ou igual”
x<y & x>y # operador “e”

x<y | x>y # operador “ou”

x l=y # operador “diferente”

I x<y # operador “n&ao”

Os operadores “e” e “ou” sequenciais, representados por && e | |, respec-
tivamente, agilizam o processamento na medida em que evitam operacoes des-
necessarias. Se em uma sequéncia de operacoes “e” ocorrer um FALSE ou se
em uma sequéncia de operacdes “ou” um TRUE for obtido, as demais operacdes
nao serdo realizadas.

Sequéncias

Uma possibilidade no R € tratar dados na forma de sequéncias (também
chamadas de vetores). Para efeitos praticos, do ponto de vista da linguagem R, é
indiferente se considerarmos um ou outro. Dessa forma, passamos a usar o termo
“sequéncia”’. Esse instrumento aumenta o poder de processamento de informa-
¢Oes, quando comparadas com varidveis simples, e simplifica as instru¢cdes. Uma
sequéncia é construida concatenando-se varios elementos de mesma natureza.

Instrucéo c( )

Para concatenar elementos, usamos a instrucdo c( ). Como podemos
observar nos exemplos listados no quadro a seguir, 0os elementos concatenados
podem ser valores numéricos, contetdos alfanuméricos, variaveis ou mesmo
outras sequéncias previamente definidas.

Exemplos de instrucdes para criagdo de sequéncias.

sl=c(2,5,0,-1,2.5) concatena os numeros listados e guarda em sl

sl mostra o contetido de s1

s2=c(‘Jose’, ‘Maria’) concatena o conteudo listado e guarda em s2
x=10; y=20 inicializa x e y com 10 e 20 respectivamente

s3=c(x,y,2,3) concatena o contelido listado e guarda em s3

H* H* H* * H* H*

s4=c(sl,s3,x,v,2,5) concatena o conteudo listado e guarda em s4




Instrucédo seq(a,b,c)

A funcdo seq (a, b, c) gerauma sequéncia iniciando em a, terminando em

b e com incrementos de c.

seq(10,25) # Sequéncia de 10 a 25

seq(1.3,2.5,0.3) # Sequénciade 1.3a2.5,de 0.3em 0.3

Uma forma abreviada de definir uma sequéncia é por meio da instrucao de
repeticdo “:". O comando a:b define uma sequéncia iniciando em a, terminando

i em b e com saltos unitarios. Veja a seguir exemplos de utilizagéo de “:".

3:10 # Cria a sequéncia {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}

2.5:10 # Experimente!

Instrucéo rep (a,b)

Afuncéo rep (a, b) resulta numa sequéncia constituida de b repeticbes do

conteudo de a. No quadro que segue, temos exemplos de utilizacdo da instrucao
i rep( ).

rep(1.3,20) # Sequéncia de 20 valores 1.3
rep(1:3,4) # Sequéncia {1,2,3}, quatro vezes

Os operadores seq( ) e rep ( ) podem ser combinados. Experimente 0s

comandos mostrados no quadro que segue.

Exemplos de instru¢cdes para repetices e sequéncias.

rep(l:4,3) # Sequéncia de 1 a 4, trés vezes
rep(2:4,1:3) #  Veja oresultado no R!
rep(seq(l,5),rep(3,5)) # Veja o resultado no R!




InstrucOes para sequéncias

Os operadores aritméticos e fungbes mateméaticas descritos anteriormente

também se aplicam a sequéncias numéricas. A aplicacdo de uma operacéo ou

funcédo matematica a uma sequéncia resulta na aplicacdo dessa operacao ou fun-

¢&o a cada um dos elementos da sequéncia.

Algumas instrucdes foram desenvolvidas para serem aplicadas especifica-
mente a sequéncias. Na Tabela 1.3, mostramos uma lista dessas instrugdes com

suas respectivas funcgoes.

Tabela 1.3 Operadores para sequéncias.

Chamada Efeito

length (s) Retorna o comprimento da sequéncia
sort (s) Retorna os elementos ordenados

order (s) Retorna a ordem dos elementos

rank (s) Retorna os postos dos elementos

rev(s) Retorna os elementos em ordem reversa
max (s) Retorna o maior dos elementos

min (s) Retorna o menor dos elementos

range (s) Retorna o menor e o maior dos elementos
mean (s) Retorna a média aritmética dos elementos
sd (s) Retorna o desvio padréo dos elementos
var (s) Retorna a variancia dos elementos

median (s)

Retorna a mediana dos elementos

quantile (s, prob)

Retorna os quantis estipulados em prob

sum(s)

Retorna a soma dos elementos

prod(s)

Retorna o produto dos elementos

cumsum (s)

Retorna a sequéncia de somas acumuladas

cumprod (s)

Retorna a sequéncia de produtos acumulados

Algumas das instru¢des mostradas na Tabela 1.3 sédo de especial interesse
para a estatistica. Essas fun¢des serao tratadas com detalhes mais adiante, sdo

elas: mean (s), sd(s), var (s),median (s) € quantile (s, prob).

No quadro a seguir, apresentamos exemplos de instrucdes para sequén-

cias. Experimente cada uma delas e verifique o efeito que produzem.




Exemplos de instru¢cdes para sequéncias.

cumsum (1:5) calcula a soma acumulada da sequéncia

length (0:50) # fornece o numero de elementos da sequéncia
sort(c(2.3,5.1,3.2)) # ordena valores da sequéncia fornecida
order (c(2.3,5.1,3.2)) # fornece a ordem dos valores da sequéncia
range(c(2.3,5.1,3.2)) # fornece os valores minimo e maximo
exp(c(2.3,5.1,3.2)) # calcula a exponencial
log(1:100) # calcula o logaritmo
median (1:4) # calcula a mediana da sequéncia
sum(1:5) # calcula a soma da sequéncia
mean (1:5) # calcula a média da sequéncia
var (1:5) # calcula a variancia da sequéncia
sd(1:5) # calcula o desvio padrdo da sequéncia

#

#

cumprod (1:5) calcula o produto acumulado da sequéncia

1.3.3 Ajuda on-line

Nesta primeira se¢édo, buscamos introduzir o leitor a utilizagédo do aplicativo
R, que sera muito requisitado durante todo o desenvolvimento dos métodos es-

tatisticos que seguem. Mas, como ndo poderia deixar de ser, este material é

extremamente conciso e fornece apenas a base para uma utilizacao inicial do
recurso. O programa R traz consigo recursos para expandir esse conhecimento
por parte dos usuarios.

Um aspecto importante do R é a ajuda ao usuario. Suponha que vocé este-

ja no meio de um trabalho e esqueceu o que faz uma instru¢cdo ou como passar

os argumentos para uma fungéo do R. Nesse caso, vocé tem a disposicao todos
0s manuais. Basta clicar em “Ajuda” na barra de ferramentas — barra horizontal
na parte superior da janela — e, logo em seguida, deslocar o indicador do mouse
para “Manuais (em pdf)”. Aparecera, entdo, uma lista de todos os manuais dis-
poniveis online.

Vocé também pode aprofundar o seu conhecimento sobre o R. Para isso,
é recomendavel a leitura do manual “An introduction to R”, que esta disponivel
online. Para acesséa-lo basta clicar na palavra “Ajuda” na barra de controle. O “R
reference manual” pode ser muito Util para aprofundar seu conhecimento sobre
instrugcbes especificas.



Uma forma mais rapida de obter ajuda sem ter de passar pelos manuais é
por meio da instrugéo help ( ).Suponha que vocé esteja na janela “R Console”
e deseje obter mais informacéo sobre a instrugcdo log( ), que calcula loga-

ritmos. Para obter uma explicacdo detalhada sobre como calcular logaritmos,
basta digitar help (1og) ou, de forma abreviada, ?10g. Em ambos 0s casos,
uma nova janela sera aberta com a informacao desejada.

1.4 Consideracoes finais

Estamos encerrando esta breve introducdo ao R. N&o se preocupe em me-
morizar o que fazem todas as instru¢des apresentadas. Neste ponto, basta que
vocé tenha executado cada uma delas pelo menos uma vez e tenha buscado
entender o seu funcionamento para ganhar alguma habilidade com o R. As instru-
¢Oes relativas a cada topico futuro serdo apresentadas a medida que o texto for

se desenvolvendo.

1.5 Atividades de aplicacao, pratica e avaliacao

O R é um aplicativo que permite uma forma flexivel de utilizacéo. Procure
identificar, em seu ambiente profissional e/ou domiciliar, situagcbes em que se

pode aplicar os conhecimentos sobre o R.

1.5.1 Atividades individuais

Identifique, no seu cotidiano, situacdes em que se é possivel aplicar os

conhecimentos adquiridos.

1.5.2 Atividades coletivas

Troque ideias sobre possibilidades de aplicagéo do R.

1.6 Estudos complementares

Recomendamos a leitura do manual “An introduction to R”, que acompa-
nha o programa, e também do “R reference manual”, para aprofundar seu co-

nhecimento sobre instrucdes especificas.



1,61 Saiba mais

: As instrucdes apresentadas anteriormente estéo todas em sua forma simpli-
ficada. Para conhecer em detalhes o potencial de cada uma, utilize o “R reference
manual”, que também esta disponivel a partir da barra de ferramentas do R.



UNIDADE 2

Estatistica descritiva






2.1 Primeiras palavras

Nesta Unidade, apresentamos algumas técnicas para descri¢do, sumariza-
¢cdo e apresentacao de dados. Para isso, definimos variaveis qualitativas e quan-
titativas e descrevemos as técnicas que melhor se adaptam a cada situacao.

2.2 Probhlematizando o tema

Nas atividades cotidianas de um usuario de métodos estatisticos, surgem
situacfes nas quais é necessario conhecer a fundo determinados fenémenos.
Para atingir esse objetivo, € preciso fazer levantamentos e conduzir experimen-
tos que gerardo conjuntos de dados que, por sua vez, devem ser analisados
para produzir a informacdo desejada. A analise de dados deve ser executada
com ferramentas adequadas a cada situag&o para que possamos chegar a con-
clusdes corretas.

2.3 Texto basico para estudos

Todo fenémeno, seja ele natural ou provocado, pode ser transformado em
dados. Isso é feito por meio do registro de informacdes na forma de variaveis.

Vamos chamar de elemento a unidade basica sobre a qual registramos as
informacdes. Por exemplo, se estamos estudando lampadas, cada lampada é
considerada um elemento. Chamamos de variaveis as informacdes que registra-
mos sobre cada elemento. Por exemplo, se estamos interessados no tempo de
funcionamento de lampadas, entdo o tempo é a variavel de interesse.

Elementos podem ser pessoas, cidades, ruas, fabricas, rios, lagos, etc.

Sao exemplos de variaveis: peso, altura, género, volume, comprimento, nd-
mero de habitantes, quantidade de CO, langcado no ambiente por dia, nivel de
oxigénio por unidade de volume, etc.

As variaveis podem ser classificadas como quantitativas ou qualitativas:

e Variaveis quantitativas: Como o nome diz, sdo variaveis que represen-
tam caracteristicas numéricas de elementos. S&do exemplos de variaveis
quantitativas: o peso, a altura, o volume, etc.;

e Variaveis qualitativas: Sao variaveis que se referem a caracteristicas
nao numéricas dos elementos. Sao exemplos de variaveis qualitativas:
0 género (masculino ou feminino), grau de escolaridade (fundamental,
médio ou superior), estado civil (solteiro ou casado), etc.



As variaveis quantitativas podem ser classificadas em discretas, como € o
caso do numero de pessoas numa sala, ou continuas, como € o caso de peso e
altura. As variaveis qualitativas também podem ser classificadas em categoricas,
como no caso do estado civil, e ordinais, como é o caso de escolaridade, pois

i sabe-se que um individuo com ensino médio tem mais escolaridade que um com

ensino basico, e 0 mesmo ocorre quando comparamos um individuo com ensino

superior em relagéo a outro com ensino médio.

Geralmente, um estudo sobre um determinado fendmeno consiste na se-
lecdo de um conjunto de elementos, ao qual damos 0 nome de amostra, € no
registro da informacao relevante sobre cada um dos elementos. Essa informa-
cao relevante é representada por uma ou mais variaveis. A seguir, procedemos a
andlise desses dados para a obtencéo de resultados que, por sua vez, levam as
conclusdes.

Definicao: Estatistica descritiva € a denominacao dada ao conjunto de técni-
cas voltadas a descri¢do, sumarizacdo e apresentacao de um conjunto de dados.

Existe uma grande quantidade de técnicas voltadas a descri¢do dos dados.

i Apresentamos a seguir algumas dessas técnicas.

2.3.1 Tabela de frequéncias

Uma tabela de frequéncias é uma forma simples de organizar e sumarizar
um conjunto de dados. Ela mostra como os dados se distribuem em classes.
Classes podem ser definidas naturalmente, como no caso das variaveis qualita-

tivas, em que temos as categorias, ou de uma forma arbitraria, como no caso das
variaveis quantitativas, situacdo em que o analista fixa o inicio e o fim de intervalos

gue formam as classes.

A forma pela qual as tabelas de frequéncias sdo organizadas depende do

tipo de variavel que elas representam. Veja, a seguir, exemplos para variaveis

guantitativas e qualitativas.

2.3.1.1 Tabela de frequéncias para variaveis quantitativas

Tabela de frequéncias € um instrumento cuja fungdo é sumarizar um conjunto
de dados. Essa sumarizacao permite ao observador uma melhor compreenséo do
comportamento desses dados se comparada a observacao direta dos proprios
dados.

A sumarizagdo de dados na forma de uma tabela de frequéncias é feita em
passos:



1. No primeiro passo, dividimos o intervalo que contém todas as observa-
¢Oes em subintervalos, de forma que cada observacgéo esteja contida
em apenas um desses subintervalos. A esses subintervalos chamamos
classes. Classes sdo um conjunto de intervalos que contém todos os
dados observados, de forma que cada observacao pertence a apenas
um dos intervalos.

2.No segundo passo, contamos quantos elementos estdo em cada clas-
se e obtemos a “Frequéncia absoluta”, mostrada na segunda coluna da
Tabela 2.1.

3. As frequéncias relativas séo obtidas dividindo as frequéncias absolutas (se-
gunda coluna) pelo numero total de elementos, Ultima linha da segunda
coluna. As frequéncias relativas sdo apresentadas na terceira coluna da
Tabela 2.1.

4. Outra componente da tabela de frequéncias é a frequéncia acumulada.
Para obter frequéncia acumulada para uma certa linha da tabela, so-
mamos a frequéncia absoluta desde a primeira classe até a linha em
questéo. As frequéncias acumuladas séo listadas na quarta coluna da
Tabela 2.1.

5. As frequéncias relativas acumuladas sao obtidas dividindo as frequén-
cias acumuladas pelo total de elementos. As frequéncias relativas acu-
muladas sdo apresentadas na quinta coluna da Tabela 2.1.

No Exemplo 2.1, tratamos da quantidade de residuos sélidos coletados por
catadores em uma regido geografica. Temos portanto uma variavel quantitativa.

Exemplo 2.1 Residuos coletados.

Considere os dados apresentados no quadro que segue, a quantidade de
residuos solidos coletada por catadores por dia (em kg).

94 85 79 100 87 78 94 88 80 90 85 108 88 91
88 105 98 80 93 73 86 99 84 103 88 96 86 86
86 88 114 77 79 82 85 102 89 86 95 102

A sumarizacao desses dados na forma de uma tabela de frequéncias é feita
aplicando os passos descritos acima. A tabela de frequéncia resultante € repre-
sentada pela Tabela 2.1.



Tabela 2.1 Tabela de Frequéncias para a quantidade de residuos coletados.

Quantidade | Frequéncia Frequéncia Frequéncia Frequéncia relativa
(Kg/dia) absoluta relativa acumulada acumulada
(70,80)° 7 0,175 7 0,175
(80,90] 18 0,450 25 0,625
(90,100] 9 0,225 34 0,850
(100,110] 0,125 39 0,975
(110,120] 1 0,025 40 1,000
Total 40 1,000

i ou categoria.

i Nota: E conveniente observar que, multiplicando as frequéncias relativas — ter-
i ceira coluna — por 100, obtemos a porcentagem de elementos em cada classe

i 2.3.1.2 Tabela de frequéncias para variaveis qualitativas

As tabelas de frequéncias para variaveis qualitativas sdo construidas da

i as linhas da tabela. Veja o exemplo que segue.

i mesma forma que para variaveis quantitativas, exceto no que diz respeito a divi-
sdo em classes que, neste caso, ndo é necessdria, pois as categorias ja formam

Exemplo 2.2 O conjunto de dados simulados apresentado na Tabela 2.2 se

. refere aos tipos de utilizacdo dada a pneus inserviveis (para sua finalidade original).

i Tabela 2.2 Tabela de Frequéncias para aplicacéo de pneus inserviveis.

Tipo de aplicacao Frequéncia | Frequéncia | Frequéncia | Frequéncia
absoluta relativa acumulada relativa acumulada

SeHIHENEGED 235 0,29 235 0,29
asfaltica
Produtos moldados 247 0,31 482 0,60
SIERHIEED [P0 113 014 595 0,74
atletismo
Pneus automotivos 90 0,11 685 0,86
Desvulcanizagéo 29 0,04 714 0,89
SIESIEs Cle 31 0,04 745 0,93
plastico e borracha
Construcao civil e 56 0,07 801 1,00
outros
Total 801 1,00

i 5 E interessante notar que na delimitac&o de intervalos, o paréntese indica a ndo inclusio

da borda no intervalo, enquanto que o colchete indica a inclusdo. Assim (70,80] indica
que 70 nao pertence ao intervalo e 80 pertence.



Na Tabela 2.2, temos, na coluna da esquerda, as categorias de classifica-
¢cdo. As frequéncias absolutas sdo apresentadas na segunda coluna e corres-
pondem a contagem do numero de elementos que pertencem a cada uma das
categorias listadas na primeira coluna da tabela. As demais colunas séo obtidas
da mesma forma que no caso da variavel continua descrita anteriormente.

Para construir a tabela do exemplo sobre residuos sélidos no R, utilizamos
0 seguinte procedimento.

#
# Registro dos dados

Res.Solido=c(94,85,79,100,87,78,94,88,80,90,85,108,88,91, 88

4
105,98,80,93,73,86,99,84,103,88,96,86,86,86,88,114,77,79,82
, 85,102,89,86,95,102)

#

# Classifica cada observacdo em uma classe
Classes=cut (Res.Solido,c(70,80,90,100,110,120))
#

# Célculo da frequéncia absoluta

Fre.Ab=table (Classes)

# Célculo da frequéncia relativa

Fre.Re=Fre.Ab/sum (Fre.Ab)

# Célculo da frequéncia acumulada absoluta

Fre.Ac=cumsum (Fre.Ab)

# Célculo da frequéncia acumulada relativa
Fre.Re.Ac=Fre.Ac/sum(Fre.Ab)

#

# Concatenacdo das variaveis

Tabela=cbind (Fre.Ab,Fre.Re,Fre.Ac,Fre.Re.AcC)

#
# Apresentacdo dos resultados
Tabela




No procedimento anterior, a primeira instru¢do armazena os dados na forma
de uma sequéncia em “Res.Solido”. A seguir, a instrucdo cut (.) estabelece
as classes e classifica cada observacdao em uma classe e a instrucéo table (.)
calcula (conta), a partir dos dados, as frequéncias absolutas. As instrucdes se-
guintes calculam as frequéncias relativas, acumuladas e relativas acumuladas,
e as armazena em Fre.Ab, Fre.Re, Fre.Ac € Fre.Re.Ac, respectivamente.

A instru¢do cbind (.) do R concatena (ou cola, uma ao lado da outra) as colu-

nas que lhe séo fornecidas, formando uma matriz. A Ultima instrucdo apresenta
o resultado armazenado em Tabela.

2.3.2 Medidas de posicao

As medidas de posi¢do, como o home diz, indicam aos usuarios onde os
dados estéo localizados, entre os possiveis valores. Um exemplo 6bvio de seu
uso é quando se diz que a altura de individuos adultos est4 em torno de 1,70
metros. Outro exemplo é quando se diz que um equipamento industrial produz
20 mg de uma substancia poluente por hora de funcionamento.

Entre as medidas de posicdo, aquelas que apontam o centro da distribui-
¢éo dos dados s&o as mais utilizadas, s&o indicadores do centro em torno do
gual os dados se distribuem, contudo ndo sédo as Unicas. Os quartis e quantis

sdo indicadores de posicdo que apontam para outra posi¢cdo que ndo o centro,

como veremos mais adiante.

As medidas de posi¢do mais utilizadas sdo a média e a mediana, sendo a
média a mais comum entre elas.

2.3.2.1 Média

A média, ou mais especificamente a média aritmética, para um conjunto de
dados, € a soma dos componentes dividida pelo nUmero de elementos da amostra.

Para formalizar o conceito, representamos um conjunto de n observagdes
por X = {xl, b ST xn}. A média aritmética dessas observacfes é representada
por X e é obtida pela aplicacdo da expresséo

Na expressdo acima, X, que corresponde a letra grega sigma, indica a

H n
i soma dos elementos que a seguem. NOs lemos Z como “a somatoéria para i

variando de 1 até n”.

i=1



Exemplo 2.3 Média.

Considere uma empresa que produz refugos® diarios cujos pesos registra-
dos foram x = {71 81,64, 61, 74}. A média aritmética dessas observagdes ou, em
outras palavras, 0 peso médio diario desses refugos é dado por

X =(71+81+64 + 61+ 74)/5=351/5=70,2,

A producdo média diaria de refugos, nesse caso, é 70,2 kg.

Para calcular a média do exemplo precedente no aplicativo R, utilizamos o
procedimento que segue.

# Exemplo de cédlculo de média

X =c( 71, 81, 64, 61, 74 )

As médias sdo muito Uteis para fazer projecdes elementares, tais como a

do exemplo a seguir.

Exemplo 2.4 Poluigé&o.

Considerando que uma fabrica langa diariamente no ambiente em média
100 kg de um determinado poluente, perguntamos: quanto essa fabrica langara

em 30 dias de atividade?

Para responder a essa questdo, podemos utilizar a média. Multiplicamos o
lancamento médio diario (100 kg) pelo numero de dias (30) e temos a resposta:

lancamento em 30 dias =100 x 30 = 3000 kg,

ou seja, projetamos o langcamento de 3000 kg, ou 3 toneladas, de poluentes em
30 dias.

E importante deixar claro que esta é uma projecdo grosseira, métodos
mais apurados, que consideram também a incerteza associada, sdo apresenta-
dos na Unidade 4.

6 Refugos séo pecgas que foram produzidas e descartadas devido a ndo conformidade
com as especificagdes do produto.



| 2.3.2.2 Mediana

Do mesmo modo que a média, a mediana também indica o centro em torno

do qual os dados estao distribuidos, mas usa um critério diferente para definir esse
centro. Isso é feito ordenando os dados e escolhendo o ponto central dos dados
ordenados. Caso 0 numero de observacdes seja impar, escolhemos o dado cen-
tral; ou fazemos a média dos dois dados centrais caso o numero de observacdes

seja par.

Formalizando, para um conjunto de n observagoes, representadas por

X = {xl, b ST xn}, e para dados ordenados por {x(l), X+ x(n)}, a mediana des-

i sas observagdes é

Mediana (x) = X,

(v+1)/2) se n for impar,

i ou

Mediana (x) = (X(nlz) + x(n/2+l))/2, se n for par.

Exemplo 2.5 Mediana com n impar.

Considere os mesmos dados utilizados no Exemplo 2.3, em que se calcula

a média, x={71 81 64, 61 74}. A mediana é obtida ordenando as observa-

cOes, {61 64, 71, 74, 81}, e, como n é impar (n = 5), a mediana assume o valor

da observagcao central, posi¢éo (5+1)/2 = 3, ou seja,

Mediana (x) =X

=X, =71

((/2) — 7 ()

Nesse caso, a mediana das observagdes ou 0 peso mediano é 71 kg.

Para ilustrar o caso em que n é par, vamos acrescentar uma observacao ao

conjunto de dados e refazer o exemplo.

Exemplo 2.6 Mediana com n par.

Considere os mesmos dados utilizados no exemplo anterior ampliados

em uma observagdo, x={71 81 64, 61, 74, 70}. Os dados ordenados s&o

{61, 64, 70, 71, 74, 81}. Como n é par (n = 6), a mediana assume o valor da

média das duas observacdes centrais, ou seja,



Mediana () = (X + Xy ) /2= (X + X ) 2= (70+ 71)/2=705.

Nesse caso, a mediana da producao diaria de refugos é 70,5 kg.

Para calcular a mediana no aplicativo R, utilizamos o seguinte procedimento.

# Exemplo de cdlculo da mediana
X = c( 71, 81, 64, 61, 74 )
Md = median( X )

Md

Notas:

1. A mediana de um conjunto de dados separa esses dados de forma que o na-
mero de elementos acima e abaixo da mediana sejam iguais; :

2. Da mesma forma que a média, a mediana indica o centro em torno do qual os
dados estao distribuidos;

3. A mediana ndo sofre influéncia de valores extremos, o que pode acontecer
com a média. '

2.3.2.3 Quantis

Os quantis sdo medidas que apontam para as posi¢cdes que dividem os
dados em proporcdes preestabelecidas. :

Os quantis sdo medidas de posicdo que dividem os dados de forma que
uma proporcao “p” dos dados fique abaixo e uma proporcao “1 — p” dos dados
fique acima do referido quantil. Ao quantil calculado para uma proporgéo p cha-
mamaos “quantil p” e denotamos por q(p). Os valores de p devem estar entre zero
eum,ouseja, 0<p<1l. :

Para calcular o quantil p para um conjunto de dados x:{xl, Xy ey X }

' n

calculamos inicialmente p,, que € dado por
pi=(i-05)/n,

parai=1...,n. 39



A seguir, ordenamos os dados formando a sequéncia de dados ordenados

(X(l), Xy X(n)). O quantil p € entao definido por

em que f =

Q(p)=X(l), sep<p,

a(p)=x, sep=p, e i=L2..mn
q(p) = (1— fi)x(i) +1X(y SEP=P

a(p) =X, se p>p,,

p- pi
Pii— B

Pelo procedimento descrito acima, podemos notar que se p < p, o quantil

p corresponde a menor das observacées; se p > p_ 0 quantil p corresponde a
: maior das observagdes; se p = p, 0 quantil p corresponde a i-ésima observacao;
e se p estiver entre dois p;’s entéo fazemos a interpolacdo mostrada acima.

2.3.2.4 Quartis

Os quartis séo casos particulares de quantis que dividem as observacoes

em guatro partes de 25% cada.

O primeiro quartil corresponde a posicao que separa um quarto das obser-

vagoes (25%) abaixo de seu valor e trés quartos (75%) acima.

O segundo quartil, seguindo a defini¢do, divide as observacées em dois

guartos, ou seja, metade (2/4 = %2), ou 50%, abaixo e metade acima. O segundo
quartil corresponde a mediana e ao quantil 0,5, ou q(0,5).

O segundo quartil € equivalente a mediana e praticamente néo € citado, ja

i gue nos referimos a essa medida como mediana.

O terceiro quartil divide as observacdes de forma a termos trés quartos das

observacdes abaixo (75%) e um quarto acima (25%) de seu valor.

Para obter o valor dos quartis, utilizamos os dados ordenados j& utilizados

na obtencdo da mediana, {x(l), X(gy - x(n)}, e calculamos a posi¢ado na sequén-

cia de valores ordenados do primeiro e terceiro quartis por meio das expressoes

§|O1=(n+1)/4 e p,=3(n+1)/4,



respectivamente. Quando valores fracionarios sdo obtidos, uma interpolacdo

deve ser utilizada.

O primeiro quartil é definido como

Qt(x)=x([p ]} + (x([p.J+ 1) = x([p.])) (P ~[p.])

em que [.] denota a parte inteira de seu contetido. O segundo quartil € a propria

mediana, Q2(x)=Mediana(x).

O terceiro quartil é definido como

Q3(x)=x([pa J)+ (x([pa ]+ 1)=x([pa])) (s ~[Ps])-

Se p, ou p, ndo tiverem parte fracionaria, as expressdes anteriores simpli-

ficardo para Q1=x(p,) e Q3 =x(p, ), respectivamente.

Exemplo 2.7 Utilizando os dados do Exemplo 2.1, sobre coleta de residuos

sélidos, temos, neste exemplo, n = 40.

Para calcular os quartis

p,=(n+1)/4=41/4=10,25 e p,=3(n+1)/4=30,75.

Os dados nas posi¢cbes 10 e 11, apos a ordenacdo, sdo ambos iguais a
85, ndo sendo necessaria a interpolagdo para obter Q1(x) = 85. Os dados nas

posicdes 30 e 31 sdo 95 e 96, interpolamos, portanto, para obtencdo de Q3

Q3(x) =95+ (96 -95) (30,75~ 30)=95,75.

Portanto, o primeiro e terceiro quartis séo 85 e 95,75, respectivamente.

Para obter a posicdo que separa os dados em 5% abaixo e 95% acima,

calculamos o quantil 0,05, ou q(0,05).

O primeiro passo € obter os dados ordenados.



73 77 78 79 79 80 80 82 84 85

85 85 86 86 86 86 86 87 88 88

88 88 88 89 90 91 93 94 94 95

96 98 99 100 102 102 103 105 108 114

No segundo passo, calculamos os p’s. Como buscamos separar uma pro-

i porcdo de 0,05 dos menores valores, sabemos que o0 quantil correspondente
i esta proximo de x

« (& que 2 é 5% de 40), portanto n&o precisamos calcular
todos os p/’s. Temos que p, = (2 -0, 5)/40 =0,0375; e para enquadrar 0,05, cal-

: culamos p, =(3-0,5)/40=0,0625.

Calculamos entéo a fragéo f, =(0,05-0,0375)/(0,0625-0,0375)=0,5 e,

como p, < 0,05 < p,, o quantil 0,05 e dado por

a(p) = (11, )%, + Xy = (1-05)77+(0,5)78=77,5.

Portanto, temos q(0,05) =77,5, que é o valor que divide os dados nas pro-
porcdes 0,05 e 0,95.

Nota: Os quantis tratados aqui também sé&o chamados de “quantis empiricos
por serem baseados nos dados. Existem também os quantis teoricos, baseados

i em distribuicGes probabilisticas, que serdo tratados na Unidade 3.

Utilizamos a instrucdo quantile (.), como apresentada a seguir, para

i obter no R os mesmos quantis calculados no Exemplo 2.7, incluindo o quantil
g(0,05) e o primeiro, segundo e terceiro quartis.

#

# Registro dos dados
Res.Solido=c(94,85,79,100,87,78,94,88,80,90,85,108,88,91, 88
105,98,80,93,73,86,99,84,103,88,96,86,86,86,88,114,77,79,82
,85,102,89,86,95,102)

#

# Exemplo de cadlculo de quartis

quantile (Res.Solido,prob=c(0.25,0.5,0.75))




Como pode ser observado no quadro acima, utilizamos trés argumentos
para obter os quantis desejados no R, o primeiro € a sequéncia de dados “Res.
Solido”; 0 segundo argumento, “prob=c (0.25,0.5,0.75)", estabelece as
propor¢c@es dos quantis que correspondem aos quartis. Também é possivel es-
colher o tipo de interpolacéo a ser utilizada, o argumento usado seria “type=k”,
em que k pode assumir valores inteiros de 1 a 9 na versao atual do R.

Exercicio: Verifique no “R reference guide”, disponivel no site do R, os de-
mais tipos de interpolacéo disponiveis.

2.3.3 Medidas de dispersao

Como o nome ja diz, as medidas de dispersdo nos informam o quanto os

dados estdo espalhados ou dispersos, ou, em outras palavras, elas medem a

variabilidade dos dados. Medida de variabilidade € um nome que também é uti-
lizado por alguns autores para se referir a essas medidas.

Apresentamos a seguir as medidas de dispersdo mais utilizadas: a amplitude,
o desvio médio, a variancia, o desvio padrao e a distancia entre quartis.

2.3.3.1 Amplitude

A amplitude é a medida de dispersé@o mais simples e consiste na distancia

entre o valor maximo e o minimo entre os dados:

Amplitude (x) = maximo (x; ) —minimo (x; ).

2.3.3.2 Desvio médio

O desvio médio é a média das distancias entre a média dos dados e cada

valor observado

1& _
DM(X)=H§|XFX|-

em que o par de barras verticais, |.|, indica que deve ser considerado o valor

absoluto do conteudo.



| 2.3.3.3 Variancia

A variancia é a média dos quadrados das distancias entre os valores ob-

i servados e a média,

Var (x) = (x - 2)2.

S|

n
i—1

Note que, na expresséo acima, para calcular a variancia, dividimos por “n”,

i sendo possivel encontrar situagées em que a mesma é dividida por “n - 1”. N6s uti-

lizaremos “n” quando tivermos toda a popula¢éo ou quando tivermos uma amostra

e estivermos apenas descrevendo-a. Utilizaremos “n - 1” quando tivermos uma

amostra e estivermos fazendo inferéncia (assunto da Unidade 4 deste texto).

2.3.3.4 Desvio padrao

O desvio padrao é também uma medida de dispersdo e como tal mede

i como os dados se espalham em torno da média. E definido como sendo a raiz

i guadrada da variancia, ou seja,

Dp(x) = y/Var(x).

O diferencial do desvio padrdo em relacdo a variancia esta na escala, en-

i guanto a variancia esta em uma escala quadratica o desvio padrdo mede a dis-

persado dos dados na escala natural dos mesmos.

2.3.3.5 Distancia entre quartis

A distancia entre quartis é obtida pela diferencga entre o terceiro e o primeiro

quartil,

Dq(x)=Q3(x)-Q1(x).

Todas as medidas apresentadas medem de alguma forma a variabilidade

i dos dados. Isso quer dizer que quanto maior for o valor obtido, maior sera a disper-

i sfo dos dados. Apresentamos, a seguir, um exemplo para dois conjuntos de da-
dos, com variabilidades diferentes, em que podemos ver essas medidas em acao.



Exemplo 2.8 Utilizando os dados sobre residuos sélidos, Exemplo 2.1,

calculamos a seguir todas as medidas de dispersao.

Amplitude (x) = maximo (x;) — minimo (x, ) = 114 — 73 = 41

DM(x) =

o I RN

i|xi ~X|=(4,075+4,925+... +12.075)/40 = 7,26
i=1

Var(x)=— ' (x,— X)" =((4,075)" + (-4,925)" + ...+ (12.075)° | /40 =8147

n
i=1

o RN

Dp(x)=y/Var(x) =+/81,46 = 9,0

Dq(x) = Q3(x) - Q1(x) = 95,25 — 85 = 10,25.

Como podemos observar no exemplo, as diversas medidas de disperséao
apresentam resultados diferentes, ndo sendo comparaveis entre si. A compa- |

rabilidade acontece quando aplicamos a mesma medida a conjuntos de dados

diversos, como no Exemplo 2.9.

As medidas de dispersdo mostradas anteriormente podem ser calculadas
no R por meio das instru¢fes mostradas no quadro que segue. Note que, embo-

ra o R disponha de uma instrucdo prépria para calcular a variancia, a var (.),

utilizamos a seguir uma expresséo. O motivo para utilizarmos a expresséo e néo

a instrucdo var (.) é que nessa instrucao a divisdo da soma de quadrados se

da por (n — 1) e ndo por n, como definido anteriormente.



#

# Calculo da amplitude

Amplitude=Max (Res.Solido)-min (Res.Solido)

#

# Célculo do desvio médio

mRS=mean (Res.Solido)

DM=sum (abs (Res.Solido-mRS) ) /length (Res.Solido)
#

# Célculo da variancia

Var=sum( (Res.Solido-mRS)*2) /length (Res.Solido)
#

# Célculo do desvio padréao

Dp=sqrt (sum( (Res.Solido-mRS) *2) /length (Res.Solido))
#

# Calculo da distancia entre quatis

Dg=sum (quantile (Res.Solido,c(0.25,0.75))*c(-1,1))

Exemplo 2.9 Utilizando os dados da Tabela 2.3, calculamos as medidas de

posicao e disperséo parax ey.

Tabela 2.3 Dados para comparacéo de medidas de posi¢céo e disperséo.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X | 52 | 58 | 36 | 70 | 62 | 62 | 59 | 53 | 55 | 69

109 82 | 67 | 55 | 75 | 75 | 49 | 115| 46 | 91

As medidas de posicéo e dispersado dos dados, “X” e “y”, calculadas como

. descrito acima, sdo apresentadas na Tabela 2.4.

Tabela 2.4 Medidas de posicéo e disperséo parax ey.

Média | Mediana | Q1 Q3 Amplitude | DM Var Dp Dq

57,6 58,5 53,5 | 62,0 34 6,88 | 85,04 | 9,22 8,5

y | 76,4 75 58 88,75 69 18,28 | 502,24 | 22,41 | 30,75

Os mesmos dados séo apresentados na Figura 2.1 na forma de diagramas
de linha. Nestes, a média aparece marcada por um tridngulo apontando para



cima e a mediana por um triangulo apontando para baixo, ambas indicam o cen-
tro em torno do qual os dados se distribuem.

Observando x e y na Figura 2.1, notamos que os valores de x estdo mais
concentrados em torno da média que os valores de y. Essa diferenca de dispersao
entre x e y pode ser percebida de formas diferentes através das medidas apre-
sentadas na Tabela 2.4, ou seja, Amplitude, DM, Var, Dp e Dg, mas todas elas
mostram valores maiores para a dispersao de y, como constatado no gréfico.

Y

Figura 2.1 Locacéo e disperséo de x e y.

Notas:

1. Uma medida de posi¢&do e uma medida de dispersao, conjuntamente, sdo uma

forma importante de sumarizacdo do conjunto de dados, pois nos permitem
identificar onde estdo e como estédo espalhados (ou dispersos) os dados;

2. O desvio padrédo é a medida de dispersdo mais utilizada, seguido pela

variancia;

3. Das medidas apresentadas anteriormente, apenas a variancia ndo esta na

escala natural dos dados. Note 0 expoente na expressao.

2.3.4 Graficos

Graficos sdo ferramentas utilizadas para a visualizacdo dos dados. A in-
formacéo visual € a mais universal e com maior capacidade de comunicacdo
ao ser humano, dai a importancia dos gréficos. Eles permitem comunicar ideias
estatisticas mesmo a pessoas com pouco conhecimento da area.

Apresentamos, a seguir, alguns dos principais tipos de graficos utilizados e
descrevemos o tipo de informacé&o que eles proporcionam.

2.3.4.1 Histograma

O histograma é possivelmente o grafico mais utilizado. Pode ser emprega-
do tanto com variaveis qualitativas como com quantitativas.



No caso de variaveis qualitativas, tracamos barras verticais cujas alturas

i s&o proporcionais ao nimero de elementos em cada categoria.

O exemplo a seguir ilustra um histograma para variaveis quantitativas.

Exemplo 2.10 A Figura 2.2 mostra o histograma para os dados sobre resi-
duos sélidos. No caso de varidveis quantitativas, utilizamos as classes calcula-
das na tabela de frequéncias do Exemplo 2.1. As alturas das barras séo propor-
cionais as frequéncias absolutas.

Histograma Residuos Soélidos

10

Frequéncia

o I
| | | | | 1

70 80 90 100 110 120

Quantidade (kg)

Figura 2.2 Histograma para a quantidade (em kg) de residuos coletada.

Podemos construir o histograma no R usando a instrugcdo a seguir.

#
# Exemplo de construgdo de histograma

hist (Res.Solido,main='"Histograma Residuos Sélidos’,

xlab='Quantidade (Kg)'’,ylab=’'Frequéncia’)

Nota: O histograma € uma ferramenta muito Util para apresentagfes. Nele, a
informacéo apresentada é a forma com que os dados estéo distribuidos, se con-
centrados ou dispersos e quais categorias sdo mais ou menos frequentes.

2.3.4.2 Ramo-e-folhas

O ramo-e-folhas € um instrumento de visualiza¢do que apresenta informa-
¢cdo em forma de distribui¢cdo dos dados, tal como o histograma, porém mantém



a informac@o numérica. Uma caracteristica importante do ramo-e-folhas é a fa-
cilidade de construcdo, podendo ser feito de forma direta, sem necessitar de

computador ou instrumentos de desenho.

Exemplo 2.11 A aplicacdo do ramo-e-folhas ao conjunto de dados sobre

residuos, disponibilizada no Exemplo 2.1, é mostrada a seguir.

O 0 o0 J I

10
11

7899

0024
555666667888889
01344

5689

0223

58

Procedimeto para elaborar manualmente um ramo-e-folhas:

1. Identifique os valores maximo e minimo entre os dados.

2. Estabeleca os limites superior e inferior da escala, a coluna a esquerda do

traco vertical. Para isso, arredonde o maior para cima e 0 menor para baixo.

. Dividindo o intervalo entre os limites superior e inferior, formamos as clas-

ses. No exemplo acima, as classes tém comprimento 5, iniciando na clas-
se com numeros terminados em zero (70) até os terminados em 4 (74),
seguida da classe com numeros terminados em 5 até 9 (75 a 79), seguida
da classe incluindo numeros de 80 a 84, e assim por diante. As classes
sdo marcadas pela coluna da esquerda, onde sdo anotados os digitos dos
nameros que compdem as classes, exceto o ultimo.

. A seguir, anotamos a direita do traco vertical o Ultimo digito de cada

dado observado na linha correspondente a classe a que pertence. Cada
digito a direita do traco vertical combinado com o(s) digito(s) a esquerda
recompdem o dado original. Do exemplo, na ultima linha, combinando 11
com 4, temos 114 do conjunto de dados originais. Durante essa anota-
¢do, € importante manter os digitos anotados alinhados na vertical para
garantir a eficiéncia do ramo-e-folhas.

.Opcionalmente, podemos ordenar os dados de cada linha a direita do

traco vertical para apresentagéo.

A construcdo do ramo-e-folhas no R € feita através da instrugdo stem ( )
apresentada a seqguir.
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#
# Exemplo de ramo-e-folhas

#

stem (Res.Solido)

2.3.4.3 Gréfico de composicao em setores (Pizza)

Os graficos de composi¢cdo em setores sdo utilizados principalmente para
representar dados que indicam composicao, ou seja, variaveis na forma de pro-

i porgOes cuja soma é a unidade ou porcentagens em que a soma é 100%.

Este gréafico apresenta forma arredondada e é dividido em fatias cujos tama-
nhos representam as proporcoes desejadas. Assemelham-se a uma pizza e, por

essa razao, sao chamados de gréficos tipo “pizza” ou “torta” (do inglés pie chart),
i conforme pode ser observado na Figura 2.3.

Em geral, esse gréafico € composto por um circulo cujos 360 graus séo par-

! ticionados em proporcdes iguais aquelas que desejamos representar.

A melhor forma de construcao desse grafico € a partir da respectiva tabela

i de frequéncia, fazendo o angulo correspondente a cada item proporcional a sua

frequéncia relativa (= 360 f).

Exemplo 2.11 O gréafico de composicao para os dados do exemplo sobre

i destinacdo de pneus inserviveis é apresentado na Figura 2.3. Como podemos ob-

servar, o grafico apresenta a composicéo do destino dado aos pneus inserviveis.

Pavimentacao asfaltica (29%)

Produtos moldados (31%)

Construgao civil (7%)

Utensilios de plastico (4%)
Desvulcanizagdo (4%)

Superficie para atletismo (14%) Pneus automotivos (11%)

Figura 2.3 Gréfico por setores para dados do exemplo sobre pneus inserviveis.

A implementac&o do grafico de composi¢cdo no R pode ser feita pela instrucéo
pie( ) do R, como mostrado a seguir.



#

# Exemplo de construcdo de grafico de composicéo

Pneus=c (235,247,113,90,29,31,56)

names (Pneus)=c (‘Pavimentacdo asfaltica (29%)’,’Produtos molda-
dos (31%)’, ‘Superficie para atletismo (14%)’,’Pneus automo-
tivos (11%)’, ‘Desvulcanizacédo (4%)’, ‘Utensilios de pléastico
(4%)", ‘Construcdo civil (7%)’

pie (Pneus, col=c(“purple”, “violetredl”, “green3”, “cornsilk”,
“cyan”, “white”))

2.3.4.4 Box-plot

O box-plot, também chamado de “diagrama de caixa”, apresenta graficamen-
te informacdes que sumarizam os dados. Sua forma € apresentada na Figura 2.4.

O seu corpo principal apresenta o formato de um retangulo cortado ao meio.
Nesse retangulo, a linha horizontal inferior corresponde ao primeiro quartil, Q1; a
linha superior, ao terceiro quartil, Q3; e a linha horizontal central corresponde a

mediana.

O trago superior, chamado de limite superior e denotado por LS, é posicio-
nado uma vez e meia a distancia entre quartis acima do terceiro quartil, ou seja,

LS=Q3+(15)Dqg.

De forma analoga, o traco inferior, chamado de limite inferior e denotado
por LI, é posicionado uma vez e meia a distancia entre quartis abaixo do primei-

ro quartil, ou seja, LI=Q1-(1,5)Dq.

Limite superior
BOX-pIOt Q3 +1,5 Dq
Ponto exterior
ou —> 0
Valor atipico o |
t= — :
. ' Terceiro
2 ' ////// quartil
£8 ! Q3
£ 1 .
° :
; :
B ol ! ]
-— O
C 1
© 1
3 | e
——_| Primeiro
S- : quartil
: Q1
Distancia entre _
Quartis i
Dg=Q3-Q1

Limite inferior
Q1-1,5Dq

Figura 2.4 Box-plot para dados do exemplo.



Os pontos acima do limite superior ou abaixo do limite inferior séo chamados

i de pontos exteriores e séo representados individualmente no grafico.

Pontos exteriores merecem atencao especial dos analistas. Estes podem

i eventualmente ser gerados por erros de coleta dos dados, caso em que devem

ser corrigidos ou até descartados.

Em geral, observagbes com valores atipicos distorcem os valores da mé-

dia, afastando-a do centro da distribuicéo e inflando o valor da variancia — e con-

sequentemente o valor do desvio padrdo. A utilizacdo destes valores distorcidos
causam problemas quando estas medidas forem utilizadas em inferéncia, assunto
i que seré tratado na Unidade 4.

O box-plot € uma poderosa forma de apresentacdo de informacdes suma-
rizadas sobre os dados, pois informa sobre o centro da distribuicdo dos mesmos
por meio da mediana; sobre a dispersdo por meio da distancia entre quartis; e

também sobre dados atipicos por meio de asteriscos.

Exemplo 2.12 O box-plot para os dados do exemplo é apresentado na
Figura 2.4.

O box-plot pode ser implementado no R por meio da instru¢gdo boxplot ( )

demonstrada no quadro que segue, para os dados do Exemplo 2.1.

#

# Exemplo de Box-plot

boxplot (Res.Solido,main="Box-plot’, ylab="Quantidade (em
Kg) ")

2.3.4.5 Diagrama de dispersao

O diagrama de dispersao é um gréfico utilizado para mostrar a relacdo en-

i tre duas variaveis quantitativas.

Esse tipo de grafico é construido a partir de dois eixos ortogonais, denomi-
nados ordenada e abscissa, cada um representando uma das variaveis envol-

vidas. Cada elemento é representado no grafico por um ponto que aparece na

posicao (x, y,).

Exemplo 2.13 Considere os dados x e y, cujas observacdes sdo apresen-

tadas na Tabela 2.5.



Tabela 2.5 Dados para diagrama de disperséo.

i 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 11 12
174 | 13 |129|13,1| 119 | 16,3 | 16 | 19,3 | 11,3 | 14,7 | 15,2 | 18,5
36,4 | 288268303293 |346|383|446 | 26,6 | 33,6 |355]40,8

Diagrama de Disperséo
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Figura 2.5 Exemplo de diagrama de disperséo.

O diagrama de dispersdo é apresentado na Figura 2.5. Como podemos
observar, existe uma associacao positiva entre x e y, ou seja, a medida que X
cresce, y também cresce.

Para produzir o grafico do exemplo no R, utilizamos as instru¢fes do quadro

a seguir.
# Exemplo de diagrama de dispersdao
# Entrada de dados

x=c(17.4,13,12.9,13.1,11.9,16.3,16,19.3,11.3,14.7,15.2,18.5)

y=c(36.4,28.8,26.8,30.3,29.3,34.6,38.3,44.6,26.6,33.6,35.5,40.
8)

# Realizacdo do gréafico

plot(x,y,main=’'"Diagrama de Disperséao’)




2.4 Consideracoes finais

Apresentamos, nesta secao, as principais técnicas utilizadas para descrigao,

sumarizagao e apresentacéo de dados. Também apresentamos as instrucdes em

i R para implementéa-las.

2.5 Atividades de aplicacao, pratica e avaliacao

E altamente recomendavel que o leitor exercite a sua capacidade de expe-

rimentacdo com os procedimentos apresentados em R. Devido a limitacédo de

espaco, apenas a forma mais simples das instru¢cdes € apresentada, entretanto

uma répida consulta ao manual permitira muitas outras alternativas, especial-
i mente nas instrugdes gréaficas.

Busque, no seu dia a dia, fontes de dados que possam ser utilizadas para

aplicar os métodos descritos anteriormente. Procure aplica-las manualmente e

utilizando o R.

2.5.1 Atividades individuais

Busque, no seu ambiente de trabalho, conjuntos de dados, aplique as técni-

i cas descritas aqui e veja quais informacGes vocé consegue extrair desses dados.

2.5.2 Atividades coletivas

Troque ideias com seus colegas sobre os métodos que vocé aplicou aos

seus dados e verifique se eles(as) utilizariam o0 mesmo método que vocé utilizou.

2.6 Estudos complementares

Recomendamos a leitura dos capitulos correspondentes a estatistica des-

i critiva nos textos citados na lista de referéncias.

2.6.1 Saiba mais

Vocé pode ampliar os seus conhecimentos de estatistica descritiva incluindo

i novos métodos em seu repertério ou aprofundando seus conhecimentos sobre os

i métodos ja tratados estudando as referéncias.



UNIDADE 3

Introducdo a probabilidade






3.1 Primeiras palavras

Todo fendmeno, seja ele natural ou provocado, envolve algum tipo de incer-
teza. A teoria de probabilidades nos disponibiliza instrumentos que nos permi-
tem mensurar e trabalhar com a incerteza. Nesta Unidade, estudaremos alguns
desses instrumentos.

3.2 Problematizando o tema

Como medir a incerteza associada a fendmenos naturais e experimentos?

3.3 Texto basico para estudos

Nossa vida cotidiana é cercada de eventos aos quais esta associada algu-
ma incerteza. Geralmente, nds ndo atentamos para este fato. Sao inUmeros os
exemplos, vejamos alguns. O 6nibus que deveria passar no ponto as dez horas
nao passa exatamente as dez; as embalagens de produtos em supermercados
nao contém exatamente a quantidade marcada; o numero de frutas em uma ar-
vore varia de ano para ano; a quantidade de residuos produzida por uma fabrica
varia de um dia para o outro; a quantidade de peixes em um lago ou rio; etc.

Também temos a incerteza associada a eventos do tipo do lancamento de
uma moeda ou um dado. No caso da moeda, os resultados possiveis séo cara
e coroa, e no lancamento do dado o resultado da face que fica para cima pode
ser 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. Sd0 muitos os exemplos possiveis, detalhamos a seguir 0
exemplo da embalagem.

Exemplo 3.1 A incerteza sobre o peso real do pacote de arroz.
Considere a compra de um pacote de 1 kg de arroz em um mercado.

Utilizando uma balanca de alta precisao, verificariamos que o peso de um
pacote escolhido ao acaso da prateleira ndo é de exatamente 1 kg. Mesmo veri-
ficando todos os pacotes da prateleira, ndo encontrariamos um pacote com exa-
tamente 1 kg. E mais, ndo encontrariamos sequer dois pacotes com pesos exata-
mente iguais. O que temos é uma incerteza a respeito do peso real de arroz em
pacotes de 1 kg.

Essa incerteza decorre de uma variagdo natural no processo de empa-
cotamento. Também temos o erro de medida devido a balanca. Em geral, para
balancas de precisao, esse tipo de erro € muito pequeno se comparado ao erro
devido a variagdo natural.



A incerteza apresentada no exemplo anterior pode ser transportada para a

i maioria dos fenébmenos observaveis, dai a importancia de entendermos os pro-
cessos envolvidos, o que é feito por meio da teoria de probabilidades.

Apresentamos, a seguir, uma breve introducéo a teoria de probabilidades.

Esse conhecimento é fundamental para podermos entender os métodos analiti-
i cos que vém a seguir.

3.3.1 Espaco amostral

Para estudar a incerteza associada a fendmenos aleat6rios’, o primeiro

passo é fazer uma lista de todos os resultados possiveis.

Definicdo: Chamamos de espag¢o amostral a qualquer conjunto que con-

! tenha todos os resultados possiveis do fenémeno em estudo.

Representamos o espac¢o amostral discreto, isto €, um conjunto com nime-

ro finito ou infinito enumeravel de elementos, pela letra grega 6mega maidscula,
Q, e seus componentes por letras dmega mindsculas devidamente indexadas,
ou seja, Q@ ={w, 0,, 0,,...}. A cada elemento de Q, o, paraj=1,2,..., chamamos
de ponto amostral e {mj} chamamos de evento elementar.

Veja, a seguir, alguns exemplos de espagos amostrais associados a feno-

i menos simples.

Exemplo 3.2 Langcamento de uma moeda.

Considere o lancamento de uma moeda. Antes de lancarmos a moeda, ndo

i sabemos o resultado do langcamento. Sabemos apenas que o resultado sera cara

{ ou coroa, representados por C e C, respectivamente. Assim, temos Q = {C, C}.

Exemplo 3.3 Langamento de um dado.

Considere o langamento de um dado. Antes de langarmos o dado, ndo sabe-

mos o resultado do lancamento, sabemos apenas que o resultado sera uma das
i faces, podendo ser 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. Dessa forma, temos Q ={1,2,3,4,5,6}.

No caso do exemplo do pacote de um quilo de arroz, Exemplo 3.1, pode-

mos definir o espago amostral como sendo o conjunto dos nimeros reais posi-
tivos, ou seja, Q = R*. Nesse caso 0 Q ndo é discreto e dizemos que 0 espaco
: amostral é continuo.

Note que, nesse caso, 0 espaco proposto contém elementos que jamais

ocorrerdo — por exemplo, uma embalagem de arroz de 1 kg contendo 10 kg. Isso
nao constitui um problema, ja que o espaco amostral, além de conter todos os

7 Fendmeno aleatorio é todo fendmeno que apresente alguma incerteza associada a

seus possiveis resultados.



valores possiveis, também pode conter valores com probabilidade zero, e para
simplificar a sua defini¢do, incluimos também eventos impossiveis de ocorrer.

Definicdo: Chamamos de evento a qualquer subconjunto do espaco
amostral®.

Denotamos os eventos por letras mailsculas, por exemplo A, S, etc.

No langcamento da moeda, podemos estar interessados no evento “cara”,
A ={C}. No langamento do dado, podemos estar interessados no evento “o re-
sultado obtido é par”, ou seja, A = {2, 4, 6}.

No exemplo da embalagem de 1 kg, ou 1000 g de arroz, estamos interessa-
dos no evento “a diferenca entre o valor real e o valor nominal do peso é menor
gue 10 g”, ou seja, 0 conjunto A, nesse caso, corresponde ao intervalo contendo
0S numeros reais maiores que 990 g e menores que 1010 g, A= (990, 1010).

Exercicios:

1. Em um jogo de futebol do campeonato nacional, estamos interessados no
namero de gols que a equipe visitante marca. Defina um espaco amostral
e um evento de interesse.

2.Uma empresa X esta interessada em estudar o nimero de pecas fora
de especificacdo (Nao Conformes) em um posto de trabalho. Defina um
espaco amostral e um evento de interesse.

3. Um 6nibus circulando pela area urbana de um municipio emite poluentes.
Defina um espaco amostral que represente a quantidade de um certo
poluente emitido. Indique um evento de interesse.

4. Identifique, no seu cotidiano, trés fendmenos que envolvam incerteza. De-
fina espagos amostrais e fendbmenos de interesse para cada um deles.

3.3.2 Probabilidade de um evento

Uma forma de medir a incerteza associada a um evento E é atribuir ao mes-
mo uma probabilidade. Denotamos a probabilidade de um evento E por P(E).

Definicdo: Probabilidade é um numero entre zero e 1 que é atribuido a
cada evento do espaco amostral e que deve seguir a trés regras basicas, as
guais chamamos de axiomas.

8 Essa definigdo vale sempre para o caso de espago amostral discreto, se Q néo € dis-
creto pode-se provar que existem excegfes a essa regra, mas discutir esse nivel de
detalhe esta fora do escopo desse texto.



Axiomas de probabilidade:

1.P(Q)=1;
2.0<P(E)<1;

3. Para dois eventos disjuntos E, e E,, temos que P(E, UE, ) =P(E,)+P(E, ).

Eventos disjuntos sdo eventos cujos conjuntos que 0s representam tém

a intersecdo vazia, ou seja, se os conjuntos E, e E, forem disjuntos, entao
. E,NE, =@, em que @ denota o conjunto vazio.

Partindo dessa definicdo de probabilidade, podemos estabelecer alguns

! resultados que nos ajudam a entender melhor o que significa.

Probabilidade é um numero entre zero e um. Quanto mais proximo de zero,

menor a chance de o evento correspondente acontecer, e quanto mais proximo
de um maior a chance do evento ocorrer.

Levando essa regra ao extremo, temos que um evento com probabilidade um

i acontecera com certeza. Chamamos isso de evento certo. E o que acontece quan-

do o evento é o préprio espaco amostral, E = Q, axioma um, apresentado acima.

Quando a probabilidade de um evento é zero, esse evento nao ocorre. Cha-

mamos esse evento de “evento impossivel”. Esse é o caso, por exemplo, de se
obter o nimero 7 no langamento de um dado de seis faces, algo que nunca vai
ocorrer, portanto P{7}=0. O conjunto vazio também tem probabilidade zero,
L P(@)=0.

A probabilidade de um evento qualquer € a soma das probabilidades dos

eventos elementares que o compdem. Essa propriedade decorre do axioma trés
e é muito util para estabelecer probabilidade de eventos ndo elementares.

Exemplo 3.4 Considere o lancamento de uma moeda equilibrada. Nesse

caso, temos que a probabilidade do evento cara € igual a probabilidade do even-
 to coroa, P(C)=P(C)=0,5.

A probabilidade do evento E, “cara ou coroa”, num langcamento, € a proba-

i bilidade da unido dos eventos elementares, ou seja,

P(E)=P(E,UE,)=P(CuUC)=P(C)+P(C)=0,5+0,5=1.

Nesse caso, utilizamos o fato de os eventos cara e coroa serem eventos

elementares e, portanto, disjuntos. Cara e coroa ndo podem ocorrer a0 mesmo

i tempo em um Gnico lancamento para aplicar o axioma trés e obter a probabilidade

do evento E. Nesse caso, o evento E coincide com o espaco amostral.



3.3.3 Regra da intersecao

Toda vez que trabalhamos com dois eventos, A e B, e desejamos determi-
nar a probabilidade de que ambos ocorram, devemos aplicar a regra da interse-
¢do, AnB="ambos os eventos, A e B ocorrem”.

Exemplo 3.5 Considere o langamento de um dado e defina dois eventos
tais que o evento A corresponda a {O resultado do langcamento é uma face com
namero par} e o evento B corresponda a {O resultado do langamento é uma face
cujo nimero é menor que 4}. Entdo, temos A={2,4,6} e B={1,2,3}.

Eventos A e B ocorrerem simultaneamente significa A B ocorrer, ou seja,
C=ANnB= {2}

3.3.4 Regra da uniao

Toda vez que trabalhamos com dois eventos, A e B, e desejamos saber a
probabilidade de que pelo menos um deles ocorra, devemos aplicar a regra da
unido, AU B = “pelo menos um dos eventos, A ou B ocorre”,

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Exemplo 3.6 Considere o lancamento de um dado equilibrado. Nesse caso,
temos P(1) =P(2)=P(3)=P(4)=P(5) =P(6) =1/6. Considere os eventos A e B
tais que A =“O resultado do lancamento é par” e B = “o resultado do lancamento
€ maior que 4".

Nesse caso, podemos obter a probabilidade de cada um dos eventos usan-
do a propriedade da unido de eventos disjuntos, ou seja,

P(A)=P({2 4,6})=P({2} u{4}u{6})=P({2})+P({4})+P({6})
=16+16+16=3/6

P(8)=P({5.6})=P({s}u{6})=P({s]) + P({6}) = 16+ Y6 = 2/6.

O evento “ambos A e B ocorrem” somente é atendido pelo resultado {6},
pois é o unico que atende as condi¢des “ser par e maior que quatro ao mesmo
tempo”. Portanto,



P(AnB)=P({6})=16.

A probabilidade do evento “A ou B ocorre” pode ser obtida pela regra da

unido, fazendo

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=3/6+2/6-16=4/6.

Esse resultado pode ser verificado, ja que

P(AUB)=P({24,5,6})=4/6.

3.3.5 Probabilidade condicional

Considere dois eventos, A e B, relativos a um espagco amostral.

Definigdo: A probabilidade condicional de que um evento B ocorra dado

que A ocorreu, P(BJA), é dada por

P(BJA)=P(ANB)/P(A),

para P(A)> 0.

Como consequéncia direta da definicdo de probabilidade condicional, po-

i demos escrever que, para dois eventos A e B,

P(AnB)=P(A)P(BJA).

Exemplo 3.7 Considere o lancamento de um dado equilibrado.
Evento A: o resultado do langamento é par;
Evento B: o resultado do langamento é maior que 3.

Temos, entao,

P(A)=P{2,4,6}=3/6=1/2

P(B)=P{4,56}=3/6=12

ie

P(ANB)=P{4,6}=2/6=1/3.



Portanto,

P(B|A)=P(AmB)/P(A)=£=2/3.

Podemos chegar ao mesmo resultado de forma intuitiva. Quero saber a i

probabilidade de uma face maior que 3 ocorrer no lancamento, mas ja tenho
a informacao de que o resultado é par. Portanto, os resultados possiveis ficam
reduzidos a {2, 4, 6}. Como todas as faces tém a mesma probabilidade, temos
duas possibilidades {4, 6} de que A ocorra, ou seja, uma probabilidade de 2/3.

Exemplo 3.8 Em uma regido, temos 12 fabricas, das quais sete séo téxteis e
cinco sao quimicas. Entre as quimicas, quatro poluem, e, entre as téxteis, apenas
duas poluem. Considere a selecdo de uma empresa ao acaso € 0s seguintes
eventos,

Evento C: a empresa é téxtil;
Evento D: a empresa polui.

Por consequéncia, o complementar de C, denotado por C¢, equivale a in-
dustria quimica, e o complementar de D, D¢, equivale a “a empresa nao polui”,
e, portanto,

P(C) =7/12
P(Cc)=1-P(C)=1-7/12=5/12
P(D)=6/12=1/2

P(D°)=6/12=1/2.

Se nao tivermos nenhuma informacéo extra, uma empresa selecionada ao
acaso tera probabilidade de 1/2 de ser uma empresa que polui. Mas se tivermos

informac&o adicional, por exemplo, de que se trata de uma empresa quimica, a

probabilidade de ser poluente mudara para 4/5, ou seja,

4/12

P(PIC)=P(Ce nD)/P(Ce) =5 =

4/5.



Exemplo 3.9 Probabilidade Condicional.

Considere uma fabrica de autopecas feitas de plastico, com duas linhas de

producao, | e Il, que produzem dois produtos, A e B. Valores historicos indicam que
a geracao de itens nao conformes com as especificacdes (refugos que sao des-
cartados) se distribuem como mostrado pelas proporcdes na Tabela 3.1, a seguir.

Tabela 3.1 Proporcéo de refugos.

A B Total

I 0,3 0,4 0,7

Il 0,1 0,2 0,3

Total 0,4 0,6 1,0

Note que os valores apresentados na Tabela poderiam ser expressos em

{ porcentagens.

Ponderando que os valores historicos podem ser considerados como boas

aproximacdes das probabilidades dos eventos, assim a probabilidade de que um
item refugado escolhido ao acaso seja do produto A e tenha sido produzido pela

linha Il € 0,1, as seguintes probabilidades podem ser calculadas:

i. Selecionando um refugo do produto A ao acaso, a probabilidade de que
0 mesmo tenha sido produzido pela linha | é dada pela probabilidade
condicional

Pr(I|A)=Pr(, A)/Pr(A)=0,3/0,4=3/4.

ii. Selecionando ao acaso um item refugado proveniente da linha Il, a pro-
babilidade que seja do produto B &

Pr(B||I) =Pr(I,B)/Pr(I1)=0,2/0,3 = 2/3.

Notas:

1. Todo condicionamento significa acrescentar mais informacdo sobre o evento

de interesse;

2. Todo condicionamento impde uma restricdo ao espaco amostral. No Exemplo

3.6, 0 numero de elementos caiu de 6 para 3 e, no exemplo das industrias,
caiu de 12 para 5.



3.3.6 Independéncia
Definicdo: Dois eventos A e B serdo ditos independentes se

P(B|A)=P(B).

Caso essa condicdo ndo seja satisfeita, os eventos sdo ditos depen-
dentes. Dizer que os eventos A e B sédo independentes equivale a dizer que
P(ANB)= P(A) P(B).

Em outras palavras, dois eventos serdo independentes se o fato de um deles
ter ocorrido — ou nao ter ocorrido — ndo afetar a probabilidade de o outro ocorrer.

Exemplo 3.10 Retomando o Exemplo 3.5, temos que os eventos A e B sé&o
dependentes, ja que

P(B)=12=P(B|A)=2/3.
Definindo um evento E, de forma que

E: {o resultado do lancamento é maior que 2}.

Nesse caso, temos P(E) =P{3,4,5,6} =4/6 =2/3, e os eventos A e E s&o
independentes, ja que

P(E|A)=P(ANE)/P(A)= % =2/3=P(E).

No caso das fabricas (Exemplo 3.8), os eventos C e D sdo dependentes.

3.3.7 Variaveis aleatorias discretas

Se Q é discreto, variavel aleatdria (VA) é uma funcdo que associa a cada

elemento do espago amostral um numero real. As VAs podem ser discretas ou
continuas.

Definicdo: Variavel aleatoria discreta € uma fungdo definida sobre o es-
paco amostral e que pode assumir um numero finito de valores ou um nimero
infinito que seja contavel.



Exemplo 3.11 Retomamos o exemplo do langamento da moeda, com re-

i sultados possiveis C e C. Nesse caso, podemos definir uma VA X, associando o
valor X =0 ao evento C e X =1 ao evento C. A Figura 3.1 ilustra a relagcéo entre
espaco amostral e variavel aleatéria, no caso do lancamento de uma moeda.

Exemplo 3.12 No caso do langamento do dado, podemos associar a cada

i face o seu valor inteiro. Nesse caso associamos X = 1 com a face 1 do dado, X = 2
com a face 2, e assim por diante, até X = 6.

A variavel aleatéria definida no exemplo 3.12 ndo é Unica e muitas outras

poderiam ser usadas.

Apresentamos, a seguir, um exemplo de VA que assume um numero infinito

i contavel de valores.

Exemplo 3.13 Considere a situacao em que o fenémeno de interesse é o

trdfego em uma rodovia, mais especificamente o numero de veiculos que pas-
sam na rodovia em periodo de tempo predeterminado (por exemplo, em um
minuto). Nesse caso, a VA associada pode assumir valores no conjunto dos na-
meros naturais, N = {0,1 2, } gue é um conjunto infinito contavel — podemos,
assim, enumerar 0s seus componentes.

Espacgo amostral: Q Variavel aleatéria: R

Figura 3.1 Espaco amostral e variavel aleatoria.

3.3.8 Valor esperado de uma VA discreta

O valor esperado de uma VA discreta X, denotado por E[X], também cha-

mado de valor médio, € a média dos valores que a VA pode assumir ponderada
pelas respectivas probabilidades.

Definicado: Considere uma VA X que pode assumir os valores x,, X,,...,X , O

valor esperado de X é definido como



Exemplo 3.13 Retomando o Exemplo 3.2, do lancamento de uma moeda,

com uma VA que assume valores em {O, 1}, com probabilidades 0,5 cada um, temos

E[X]=0P(X=0)+1P(X=1)=0(0,5)+1(0,5)=0,5.

Nesse caso, o valor esperado ou valor médio da VA X é 0,5.

Exemplo 3.14 No exemplo do lancamento do dado, a VA X pode assumir

valores em {1, 2, 3,4, 5,6}, com probabilidades 1/6 cada um

E[X]=1P(X=1)+2P(X=2)+3P(X=3)+4P(X=4)+5P(X=5)+6P(X=6)

=(1+2+3+4+5+6)/6=21/6=3,5.

O valor esperado, nesse caso, é 3,5.

O valor esperado de VAs tem propriedades que podem ser exploradas na
sua aplicacdo. Apresentamos a seguir duas dessas propriedades. Considere
gue X eY sejam duas variaveis aleatorias e a e b duas constantes, entdo pode-

mos afirmar que

1. E[a X]=aE[X]

2. E[aX+bY]=aE[X]+bE[Y].

Exercicio: Aplique essas propriedades aos exemplos acima e verifique a

sua validade.

Exemplo 3.15 Considere uma unidade de producdo de um produto Y. O
produto pode estar em conformidade com as especificagdes, e, entéo, denota-

mos por C (Conforme); ou pode ndo estar em conformidade com as especifica-

¢Oes, nesse caso denotamos por NC (Nao Conforme). O espagco amostral que
representa os possiveis resultados para cada unidade produzida é Q = {C, NC}.
Historicamente, sabemos que a propor¢éo de ndo conformes € 0,01, o que nos

permite usar esse valor como uma aproximacgédo para a probabilidade de que

uma determinada unidade seja NC.



Considerando que cada produto em conformidade com as especificacdes per-

mite um ganho & empresa de R$ 0,10, enquanto que um NC é descartado e produz
uma perda de R$ 1,20, qual é o ganho esperado em cada unidade produzida?

Para responder a essa pergunta, basta definir uma VA X que associa C ao

valor 10 e NC ao valor —120, que correspondem ao ganho e perda em centavos.

i Calculamos entdo o valor esperado de X,

E[X]=10 P(X =10)+(~120) P(X =120) =10(0,99) + (-120)(0,01) = 8,7.

Logo, o ganho esperado por unidade produzida é de 8,7 centavos.

3.3.9 Variancia de uma VA discreta

Definicdo: A variancia de uma VA discreta X é definida como

n

i=1

Var(X)zE[(x—E[X])Z}zz(xi ~E[X])P(X=x,).

O desvio padrdo de X, dp(X), é a raiz quadrada positiva da variancia de X.

Exemplo 3.16 Retomando o exemplo da moeda, a variancia é dada por

n

Var(X)=E| (x-E[X])" |= . (x ~E[X]]P(X=x)

i=1

. =(0-0,5)°(0,5)+(1-0,5)° (0,5)= 0,125 +0,125 = 0,25,

e o desvio padrdo é dp(X)=+/0,25 =0,5.

Exercicio: Use as informacg6es do exemplo do dado e calcule a variancia e

o desvio padrao. Note que o valor médio e a variancia de uma VA tém naturezas
i diferentes da média e variancia estudadas em estatistica descritiva. Aqui, estas

dizem respeito a VAs, ou seja, a possiveis valores que ainda ndo se realizaram.

J& em estatistica descritiva, os valores dizem respeito a um conjunto de dados

i que estamos descrevendo ou sumarizando. A relagdo entre esses objetos de

i nomes semelhantes ficara mais clara na secdo de inferéncia.

A variancia de uma VA apresenta as seguintes propriedades. Considere que

X seja uma variavel aleatéria e a uma constante, entdo podemos afirmar que



1. Var[a+ X]| = Var[X]

2. Var[a X]=a® Var[X].

Exercicio: Considere que no langamento de uma moeda, se o resultado for

cara ha um ganho de dois reais e no caso de coroa ha uma perda de um real.

Quais sdo o0 ganho esperado e a variancia a cada lancamento? E qual é o desvio

padrédo? Comente os resultados.

3.3.10 Distribuic®es probabilisticas discretas

A distribuicdo de probabilidades de uma VA X é uma descri¢éo das proba-
bilidades associadas aos valores possiveis de X. No caso de uma VA discreta, a
distribuicdo pode ser especificada por meio de uma lista de valores possiveis e
suas respectivas probabilidades, como nos exemplos da moeda e do dado. Em

alguns casos, € conveniente recorrer a uma formula matematica, a funcéo de

probabilidade.

Definigdo: A funcéo de probabilidade de uma VA discreta X &
f(x)=P(X=x),

para todo x € R. Esta é uma funcao definida em R e com valores em R.

Considerando que a VA X pode assumir os valores Xx,, X,, ..., entdo

2

P(X=x,), P(X=x,), P(X=Xx,),...&adistribuico de probabilidade da VA X. }

Exemplo 3.17 Considere um experimento cujos eventos, Q = {A, B, C, D},
tém probabilidades {O,l‘ 0,302 0,4}, respectivamente. Definimos uma VA X de

forma que X(A)=1, X(B)=2, X(C)=3e X(D)=4.

Na Figura 3.2, apresentamos o grafico da funcao de probabilidade da VA X

definida no exemplo precedente.
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Figura 3.2 Funcéo de probabilidade da VA X.

Como sao definidos a partir de uma probabilidade, os valores que a funcéo

de probabilidade pode assumir séo todos positivos ou nulos, f(x) >0, e sua soma
: n

é sempre igual a 1, Zf(xi) 1.

i=1

Defini¢do: A funcao de distribuicdo acumulada (fda), F(x), de uma VA X é

definida para todo x € R como a soma de todas as probabilidades para x, menor
. ouigual ax, ou seja, F(x)=P(X<x)= f(x).

X <X

Uma caracteristica importante de F(x) € que, & medida que X vai para —

(menos infinito), F(x) vai para zero e, a medida que x vai para «, F(x) vai para 1,
i como pode ser verificado na Figura 3.3.

A Figura 3.3 apresenta o gréafico da funcdo de distribuicdo acumulada para

a VA X definida no exemplo do dado.
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Figura 3.3 Func¢ao de distribuicdo acumulada para a VA X.

3.3.11 Algumas distribuicoes discretas mais comuns

Apresentamos, a seguir, algumas das distribuicdes discretas mais utilizadas.

3.3.11.1 Distribuicéo uniforme discreta

Definigdo: Uma VA X assumindo valores X, X,,,..., X tera distribui¢ao uniforme

discreta se
f(x)=P(X=x)=¥n,

paratodoi=1, 2,..., n.

A fda é dada por

F(x)=P(X<x)= 2 f(x) = numero de X;'s menores ou iguais a x

)
i1x; <X n

para todo xeR



O que caracteriza a distribuicdo uniforme discreta € que todos os valores

possiveis de X tém a mesma probabilidade.

Exemplo 3.18 No lancamento de um dado equilibrado, todas as faces tém

a mesma probabilidade de ocorrer, 1/6. Nesse caso, temos

P(X=5)=16

P(X<3)=P(X<2)=P(X=1)+P(X=2)=16+1/6=2/6

P(X>3)=P(X>4)=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)=3/6=12.

No exemplo do langcamento do dado equilibrado, as formas da funcéo de pro-

babilidade e func&o de probabilidade acumulada séo apresentadas na Figura 3.4.

A) B)
fix) Fix}
it d B SRR e Ry et bt L Rl e B—
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1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 & 6

Figura 3.4 A) Funcéo de probabilidade; e B) Funcao de probabilidade acumulada para a
¢ distribuic&o uniforme discreta.

Nota: Podemos observar, no grafico, que a fda é continua a direita, ou seja, limite
. de F(x)=F(x), quando x tende a x, pela direita, ou seja,

il&li F(x)=F(x;).
Quando x tende a x. pela esquerda, temos

>|<ITI’I>’(I F(x)=F(x)-Yn.

3.3.11.2 Distribuicao de Bernoulli

Definicdo: Uma VA X que assume apenas o0s valores zero e 1, com

probabilidades



P(X=0)=(1-p) e P(X=1)=p

€ chamada de VA de Bernoulli, e a distribuicdo correspondente, distribuicdo de

Bernoulli com parametro p, sendo denotada por Ber(p).

Se X tem distribuicdo Ber(p), entdo

E[X]=p e Var[X]=p(1-p).

A funcéo de probabilidade e a funcéo de distribuicdo acumulada sdo apre-

sentadas na Figura 3.5.
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Figura 3.5 A) fdp da Bernoulli(p); e B) fda da Bernoulli(p).

Por ser uma VA com resposta binaria, isto é, que admite apenas dois pos-
siveis resultados, essa VA encontra uma vasta gama de aplicagdo. Em geral, to- !
dos os fendbmenos cujo resultado é do tipo sucesso ou fracasso podem ser mo-

delados por essa distribuicdo. Citamos, a seguir, alguns exemplos de aplicacao:

* Numa linha de producéo, uma peca pode ser considerada conforme (C)

ou nao (NC) as especificacdes;

» Num estudo sobre saude publica, um individuo pode ser portador ou n&o
de determinada doenga; :

« Uma compra com cartdo de crédito pode ser classificada como fraude

ou na

* Um corrego pode ser classificado como contaminado ou nao;

0O;

» Uma oferta de um novo produto a um cliente pode ser bem sucedida ou néo.

Exemplo 3.19 O lancamento da moeda é o exemplo classico de uma distri-

buicédo de Bernoulli, com parametro p = P(C) = P(cara). No caso de uma moeda

equilibrada temos p = 0,5.



Exemplo 3.20 Considere uma unidade de producéo de parafusos. Cada pa-

rafuso produzido pode estar em conformidade com as especificagcdes de producéo,
denotada por C, ou ndo estar em conformidade, NC. Associamos C com 1 e NC
i com 0. Temos, ent&o, uma VA de Bernoulli. Se p = 0,98, teremos P (X = 1) =0,98.

Exercicio: Considere que a VA X tem distribuicdo binomial com parametros

n e p, X~bin(n,p). Mostre que se fixamos o valor de n em 1, n = 1, entdo a VA
resultante tem distribuicdo Bernoulli com parametro p, X~Ber(p).

3.3.11.3 Distribuicao binomial

Definigdo: Uma VA X que pode assumir os valores 0, 1,..., n, onde n é um

ndmero natural maior ou igual a 1, com probabilidades

P(X:k):(mpk(l—p)nk parak=0,1...,n,

tem distribuicdo binomial com parametros n e p, sendo denotada por bin(n,p),

: n n!
e ( ]= m € a combinagao de n, k-a-k. Se n = 1, entdo X tem distribui¢cdo

k !

Ber(p), descrita na secéo anterior.

Se X tiver distribuicdo Bin(n,p), entao

E[X]=np e Var[X]=np(1-p).

A funcédo de probabilidade e a funcdo de distribuicdo acumulada de uma

Bin(5;0,2) séo apresentadas na Figura 3.6.
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Figura 3.6 A) Funcéo de probabilidade; e B) Funcéo de distribuicdo acumulada para a

distribuigcéo Bin(5;0,6).

Exemplo 3.21 Um lote de pecas tem 10 unidades, cada pega com probabi-
lidade p = 0,002 de ser NC. A variavel de interesse € o numero de pecas NC no
lote. A distribuic&o, nesse caso, € a binomial com parametros n=10 e p = 0,002,

ou Bin(n =10, p = 0,002).

Podemos dizer entdo que a probabilidade de zero NC’s no lote € 0,98 ja

gue aplicando a definicdo acima temos

P(X=0)= (100] (1-0,002)" =0,98.

Podemos determinar no R a funcéo de probabilidade e a funcéo de proba-
bilidade acumulada para a distribuigdo binomial utilizando as instrugdes mostra-

das no quadro que segue.



#

# Cadlculo da probabilidade do exemplo acima

dbinom (0,10, .002)

#

# Cadlculo das probabilidades da distribuicdo Bin(10,0,4)
# para valores de x entre 0 e 5

dbinom(0:5,10,0.4)

#

# Calculo da fda da distribuicdo Bin(10,0,4) para x=4

pbinom(4,10,0.4)

Relac&o entre as distribuicdes Bernoulli e binomial

* Na distribuicdo binomial com parédmetros n e p, se fixarmos n =1 obte-
mos a distribuicdo de Bernoulli com parametro p.

» Se realizarmos n experimentos de Bernoulli com probabilidade de su-
cesso p e contarmos o nimero de sucessos o resultado dessa contagem
tem distribuigdo binomial com parametros n e p. Essa contagem corres-
ponde a soma das VA’s de Bernoulli ja que estamos lidando com valores
zeros e uns apenas.

: 3.3.11.4 Distribuicao de Poisson

Definicdo: Uma VA X que assume os valores N = {0, 1, 2, ...}, com

probabilidades

ek

P(X=k)= o

parak=0,1...,

: tem distribuicdo Poisson com parametro A, onde A € um numero real estritamente
positivo, e é denotada por Pois()).

Se X tiver distribuicdo de Poisson com parametro A, entao

E[X]=A e Var[X]=A

9 Neste caso, os valores que uma VA Poisson pode assumir vao ao infinito, dai a notagao



A distribuicdo de Poisson tem ampla aplicacdo na modelagem de fenbme-
nos envolvendo contagem. Apresentamos, a seguir, alguns exemplos:

1.Numero de veiculos passando por certo ponto de uma rodovia em um
intervalo de tempo predeterminado;

2. Numero de chamadas telefénicas chegando a uma central em um inter-
valo de tempo predeterminado;

3. Numero de acidentes ocorridos em uma fabrica no periodo de um ano.

A funcéo de probabilidade € apresentada na Figura 3.7.

f(x)

o

o 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 3.7 Funcéo de probabilidade para a Poisson com A = 4.

Exemplo 3.22 Numa central telefénica, o nUmero de chamadas que che-
gam por unidade de tempo segue a distribuicdo de Poisson com média 7. Entéo,

temos

e 778

P(X=8)= =0,130

P(X<7)=P(X£6)=ie

i=0

7
“7 =0,0009 + 0,0064 + 0,022 + ...+ 0,149 = 0,450

e

77i
= 1-0,729=0,271

P(X>8):P(x29)=1—P(xss)=1—i i

i=0

Podemos determinar as probabilidades da distribuicdo de Poisson no R
usando as instru¢des do quadro abaixo.



#

# Calculo da probabilidade P (X=5) para uma Pois (4)
dpois (5, 4)

# Calculo da fda P(XL5) para uma Pois (4)

ppois (5,4)

3.3.12 Variaveis aleatérias continuas

Definicdo: Variavel aleatéria absolutamente continua é uma fungéo definida
sobre 0 espaco amostral e que assume valores em um ou mais intervalos no
conjunto dos numeros reais, R.

Exemplo 3.23 No caso em que a variavel de interesse é 0 peso do arroz
em uma embalagem de 1 kg, temos uma VA continua. Podemos definir como es-
paco amostral o conjunto de nimeros reais pertencentes ao intervalo (0,2). Note

que o intervalo contém infinitos elementos e 0s mesmos ndo séo enumeraveis.

Defini¢do: A fungdo f(x) € uma funcdo de densidade de probabilidade (fdp)
de uma VA se for ndo negativa, ou seja, assumir somente valores positivos ou
nulos, e sua integral for um,

J f(x)dx =1.
A area sob a curva f(x), entre dois valores a e b, nos da a probabilidade de
a variavel pertencer ao intervalo [a,b],
b

P(a<X<b)=[f(x)dx.

a

Defini¢ao: O valor esperado de uma variavel aleatéria continua é definido
como

E[X]:_]i x f(x) dx.

Definigdo: A variancia de uma variavel aleatoria absolutamente continua
é definida como



oo

Var[X] = E[(x - E[X])z} = [ (x=E[X])" f(x) dx

—oo

Definicdo: A funcédo de distribuicdo acumulada (fda) de uma variavel alea-

toria absolutamente continua X é

para todo x € R.

Uma utilizacéo interessante para a fda € que ela pode ser usada para de-
terminar a probabilidade da VA assumir valores no intervalo (a, b] sem a neces-

sidade de integracao, isto &,

P(a< Xsb)zif(x) dx—if(x)dx=F(b)—F(a).

Definicdo: Para uma VA X, absolutamente continua, o quantil p, denotado

por Q(p), é definido com sendo o numero real g(p), cuja fda é igual a p,

F(Q(p))=p.

A fda F(x) admite funcao inversa, que denotamos por F(y), definida para
todo y e (0,1), e F(y) é tal que F(p) = q(p). O quantil pode ser visto como a

imagem de p pela funcao inversa da fungéo de distribuicdo acumulada, F(y).

3.3.13 Distribuigdes probabilisticas continuas

Apresentamos, a seguir, algumas distribuices de probabilidades absoluta-

mente continuas.

3.3.13.1 Distribuicdo uniforme

Definicdo: Uma VA X tera distribuicdo uniforme com parametros a e b,
—wo<a<b<+e, denotada por X ~U(a b), se a sua fungdo de densidade de

probabilidade for



f(x;a b)

:i, se xe [a,b],
b-a

. e f(x;a,b)=0, caso contrario. O valor esperado e a variancia s&o dados por

: 2
CE[x]=2tP . Var[X]z( —a)
H 2 12
respectivamente.

A funcao de distribuicdo acumulada de uma VA uniforme é F(x) = 0 para

i x<a,é

F(x)=P(x<x)= [ (4 dx=jbfadx=

X—a
b-a

para x €[a,b], e F(x) =1, parax >b.

Exemplo 3.24 Considere a VA X ~ U(0,1). A probabilidade de X €[0,5; 0,8]

€ dada pela integral

0,8

1

P(0,5<x<0,8)= j—dx:F(o,s)_F(o,5)=o,3_

b-a

0,5

Nesse caso, o valor esperado e a variancia sao dados por

: _ 2 _ 2
E[X]:a-’_b:wzo e Var[X]:(b a) :(1 O) :i,
H 2 12 12 12
respectivamente.

A Figura 3.8 mostra os graficos da funcdo de densidade e funcao de distri-

buicdo acumulada de uma VA com distribuicdo U(0,1).



A) fdp da U(a,b)

B) fda da U(a,b)
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Figura 3.8 A) fdp de uma U(0,1); e B) fda da U(0,1).

Podemos determinar as probabilidades da distribuigdo uniforme no R utili-
zando as instru¢cdes mostradas no quadro que segue.

#

# Calculo da densidade de uma U(3,5) no ponto 4
dunif (4, 3,5)

#

# Calculo da fda para uma U(-1,2) no ponto 1
punif(1,-1,2)

#

# 1Inicializa p com probabilidades
p=c(0.25,0.5,0.75)

#

# Calculo dos quantis da distribuicdo U(5,9)

qunif (p,5,3)

#

3.3.13.2 Distribuic&o normal

Definicdo: Uma VA X tera distribuicdo normal com parametros pu e 62, de-
notada por X ~ N(u, (52), se a sua funcéo de densidade de probabilidade for

—(x-n)’
expl = |

f(x; m, 52) =

para —eo < X <oo,—oco< L <oo € 0<G” < oo,




§E[X]=u e Var[X]=¢"

O valor esperado e a variancia para uma VA X com distribuicdo normal sdo

i respectivamente.

No caso em que u =0 e %=1, temos a distribuicdo normal padrédo, deno-

tada por Z ~ N(0, 1), e cuja densidade é dada por

{ para —eo<z<oo,

Um resultado importante, relacionado a distribuicdo normal, estabelece

que, se X ~N(u, 02), entdo esta pode ser reduzida a normal padrdo por meio
i da transformacéo

em que Z ~N(0, 1). A essa transformagéo damos o nome de padronizagéo.

O caminho inverso também é possivel, partindo de uma VA Z com distribui-

¢ao normal padrédo podemos obter uma VA X com distribuicéo N(u, 02) através
i da transformagéo

X=u+oZ.

A funcéo de distribuicdo acumulada da distribuicdo normal padréo é

®(2)=P(z< z):jgoq)(z)dz:% j exp(‘—fjdz.

Essa integral ndo pode ser calculada analiticamente. Assim sendo, d)(z)

é obtida numericamente, e seus valores encontram-se tabelados. A Figura 3.9
mostra a fdp e a fda da distribuicdo normal padréo.
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Figura 3.9 A) Funcao de densidade; e B) fda da N(O, 1).

Para determinar a probabilidade do evento (a< X<b), ou X e (a,b), com

X ~ N(m, sz), temos

P(Xe(ab))=P(a<X<b).

Como ndo podemos integrar analiticamente a densidade da normal e somen-
te a normal padrdo esta tabelada, explicitamos o evento (a < X < b) em funcdo da

X-p
c
termos da desigualdade, ou seja,

normal padrao, Z =

P(a<X<b):P(a—m<X—m<b_m)zp(a—u<X—M<b—p):
(¢} o o

®(z) esta tabelada para valores de z € [-3,9; 0]. Para valores de z maiores que :
zero, usamos a propriedade de simetria da normal padrdo. Com base nessa

propriedade, temos que ®(z) =1- ®(-z).

.Isso é feito subtraindo p e dividindo por ¢ em todos os |




Exemplo 3.25 Para X ~N(10, 4), determine as probabilidades a) P(X <12),

b) P(9<X<12)ec)P(X>9).

12-10

a) P(X<12)= CI)( j =@ (1)=1-®(-1)=1-0,158655=0,841345

0 plo<x<iz)-of 2522] o220

o —)=q>(1)—c1>(0,5)
=0,841345-0,308538 =0,532807
9-10

9 P(X>9):1—P(X<9):1—CI>(T]:1—(1)(—0,5)

=1-0,308538 = 0,691462

Podemos determinar as probabilidades associadas a distribuicdo normal

i com o R utilizando as instru¢gdes mostradas no quadro que segue.

#

# Inicializa os valores de x

x=c(8,10,11)

#

# Calculo da densidade de uma N(10,4) nos pontos x
dnorm(x,10,2)

#

# Calculo da fda para uma N(10,4) nos pontos x
pnorm(x,10,2)

#

# Inicializa p com probabilidades
p=c(0.25,0.5,0.75)

#

# Calculo dos quantis da distribuicdo N (5,9)

gnorm (p, 5, 3)




3.3.13.3 Distribuigao t de Student

Definicdo: Uma VA X tera distribuicdo t de Student com v graus de liberda-
de, denotada por t(v), se a sua funcao de densidade de probabilidade for

f(x;v)= M(:H Xz/v)—(v+1)/2

- T(v/2)Jvr

para —o < X < oo,

Se X for uma VA com distribui¢éo t de Student com v graus de liberdade,
entao

E[X]=0 e Var[X]:LZ, parav > 2.

No que diz respeito a forma, as distribuigbes normal padréo e t de Student

sao muito similares, como mostra o gréafico na Figura 3.10. A diferenca entre elas
€ que a distribuicdo t de Student tem caudas mais pesadas, tanto mais pesadas
guanto menor for o nimero de graus de liberdade.

N(0,1) t(2)

Figura 3.10 Comparacao das densidades das distribuicées N(0,1) e t(2).

Exemplo 3.26 Para X com distribuicdo t de Student, com cinco graus de
liberdade, X ~ t(5), obtemos as seguintes probabilidades usando a tabela.

P(X<-2)=0,05
P(X <2)=0,949
P(X>2)=1-P(X<2)=1-0,949 = 0,051

P(-1<X<1)=0,818-0,182=0,636

Podemos determinar probabilidades associadas a distribui¢éo t de Student

utilizando as instru¢des do R mostradas no quadro.



#

# Inicializa os valores de x

x=c(-1,0.5,2)

#

# Calculo da densidade de uma t de Student com 9
# graus de liberdade nos pontos x

dt (x,9)

#

# Célculo da fda para uma t de Student com 9
# graus de liberdade nos pontos x

pt(x,9)

#

# Inicializa p com probabilidades
p=c(0.25,0.5,0.75)

#

# Cadlculo dos quantis da t de Student com 9

at (p,9)

3.3.13.4 Distribuicdo qui-quadrado

Definigdo: Uma VA X tera distribuigcdo qui-quadrado com v graus de liber-

dade, X ~ x2 (v) se a sua funcéo de densidade de probabilidade for

f(x’ V) = ;XV/Z_]- e -y/2,
I'(v/2)2"2

i para 0 < x <o, onde v € um nimero real estritamente positivo.

Se X for uma VA com distribuicdo qui-quadrado com v graus de liberdade,

i entéo

. E[X]=V e Var[X]=2v.

Os valores da distribuicdo qui-quadrado estéo tabelados para um conjunto

i selecionado de v. A forma da distribuicdo € mostrada no grafico da Figura 3.11.



Q(1-a)
Figura 3.11 Densidade da distribuicdo %*(3).

Exemplo 3.27 Para X ~ x*(5), a probabilidade P(X > 6) € dada por
P(X>6)=1-P(X < 6) = 1- 0,694 = 0,306.

As instrucdes listadas no quadro a seguir podem ser utilizadas para calcu-
lar valores da funcéo de densidade, funcao de distribuicdo acumulada e quantis
da distribuicéo a (5) respectivamente.

#

# Caélculo da funcido de densidade da qui-quadrado (6) em x=2
dchisqg (2, 6)

# Calculo da fda da qui-quadrado (6) em x=2

pchisqg (2, 6)

# Calculo do quantil 0,95 da qui-quadrado (6)

gqchisqg(0.95, 6)

3.3.13.5 Distribuicédo F de Snedecor

Definicao: Uma VA W tera distribuicdo F de Snedecor com v, e v, graus
de liberdade, W ~ F(v,, vz), se a sua funcéo de densidade de probabilidade for

v, /2
1 (vi-2)/2
v W
f(w;v,v):(—l) ,
Y2 v, (1+-VﬂN/V2yVHVaﬁ
para 0 <w < e, v1>0 e v2>0.

Se W for uma VA com distribuicdo F de Snedecor com v, e v, graus de
liberdade, entéo




E[w]= V22 e Var[w]=

2V5 (Vi +Vv, - 2)

Vy = v (v, - 2)2 (v, —4)

i parav,>4.

Os valores da distribuicdo F de Snedecor estéo tabelados para um par (v,, v,)

selecionados. A forma da distribuicdo € mostrada no gréfico da Figura 3.12.

Q(1-a)

. Figura 3.12 Densidade da distribuico F(6,6).

A relagdo F(v,,v,)=1/F(v,,v,) pode ser utilizada para encontrar valores

i nao disponiveis na tabela.

Exemplo 3.28 Para W ~ F(8,9), a probabilidade P(W > 4,0) é dada por

| P(W>4,0)=1-P(W <4,0)=1-0,973 = 0,027.

InstrucBes para uso databela F

As instrucdes listadas no quadro a seguir podem ser utilizadas para calcu-

lar valores da fun¢éo de densidade, fungéo de distribuicdo acumulada e quantis
! da distribuicdo F de Snedecor com v, e v, graus de liberdade, respectivamente.

#
# Cadlculo da funcdo de densidade da F(3,6) no ponto x=2
df (2,3, 0)

# Calculo da funcédo de distribuicdo acumulada da F(3,6) no pon-
to x=2

pf(2,3,6)
# Calculo do quantil 0,95 da F(3,6)

gf (0.95,3,6)




3.3.13.6 Distribuicdes bivariadas

Definicdo: Sejam X e Y duas VAs absolutamente continuas, a funcéo de

densidade conjunta para X e'Y é definida por

1.f(x,y)=0;

2. I If(x,y)dx dy =1.

—00 —o0

A integral definida de f(x,y), numa determinada regiao, nos da a probabilidade

de as variaveis pertencerem a regiao

b d
P(a<X<hb, cSYSd):“.f(x,y) dx dy.

Definicdo: A funcdo de distribuicdo acumulada conjunta é definida como

Xy

F(xy)=P(X<x,Y<y)= _[ Jf(x,y) dx dy.

—o0 —o0

3.3.13.7 Independéncia

Definicdo: Duas VAs X e Y, absolutamente continuas, seréo independen-
tes se a fungo de densidade conjunta de X e Y fatorar no produto das fungdes i

densidades de X e, ou seja,

f(xy)=f ()% (y),

para todo x ey reais, sendo f (x) e f,(y) as fdp’'s de X e Y respectivamente

O mesmo vale para a funcdo de distribuicdo acumulada conjunta. X e Y

serdo independentes se

F(X'y) =R (X) F, (y)

A independéncia entre VAs é importante em estatistica, pois nos permite
escrever a distribuicdo conjunta de amostras quando os elementos da amostra

sdo independentes. Isso sera tratado na Unidade 4.



3.4 Consideracoes finais

Nesta terceira Unidade, apresentamos 0s topicos necessarios para compreen-

séo dos principais conceitos em probabilidade, bem como a aplicacdo destes aos

métodos em inferéncia, que serdo apresentados na proxima Unidade. Todos os topi-
cos foram acompanhados das instru¢des para sua implementacéo no R.

3.5 Atividades de aplicacao, pratica e avaliacao

E altamente recomendavel que o leitor exercite a sua capacidade de expe-

rimentagcdo com os métodos apresentados e busque, no seu dia a dia, fontes de
dados que possam ser utilizados para aplicar os métodos descritos anteriormen-
i te. Procure aplica-los manualmente e utilizando o R.

35.1 Atividades individuais

Busque, no seu ambiente de trabalho, conjuntos de dados, aplique as técni-

cas descritas aqui e veja quais informacdes vocé consegue extrair desses dados.

3.9.2 Atividades coletivas

Troque ideias com seus colegas sobre os métodos que vocé aplicou aos

seus dados e verifique se eles(as) utilizariam o0 mesmo método que vocé utilizou.

3.6 Estudos complementares

Recomendamos a leitura dos capitulos correspondentes a inferéncia esta-

i tistica nos textos citados na lista de referéncias.

361 Saiba mais

Vocé pode ampliar os seus conhecimentos de inferéncia estatistica incluindo

novos métodos em seu repertério ou aprofundando seus conhecimentos dos

i métodos ja tratados estudando as referéncias.



UNIDADE 4

Introducdo a Inferéncia Estatistica






4.1 Primeiras palavras

Nesta secédo, apresentamos o conceito de populacdo e amostra e aquele
gue é o ponto central da inferéncia estatistica: “observando apenas uma amos-
tra, obtemos conclusdes para a populacao correspondente, tendo sob controle o
grau de incerteza decorrente de ndo dispor da populacdo como um todo”. Para
isso, utilizamos métodos adequados juntamente com as informacdes sobre pro-
babilidade apresentadas na Unidade anterior.

4.2 Problematizando o tema

Como podemos obter resultados para uma populacdo a partir de uma
amostra? Qual é o grau de incerteza associado ao procedimento utilizado?

4.3 Texto basico para estudos

4.3.1 Introdugao a inferéncia estatistica

A inferéncia estatistica contempla o estudo de um conjunto de métodos que
possibilitam, a partir de uma amostra, concluir sobre toda uma populacao.

4.3.2 Parametros, estimadores, estimativas e estatisticas

Como visto anteriormente, parametros sao caracteristicas das distribuicoes
de probabilidades que, por sua vez, caracterizam as variaveis aleatorias, VAs.

Em inferéncia, os parametros serdo o nosso foco, o nosso obijetivo fi-
nal, algo que n&o conhecemos e sobre o qual procuraremos aumentar Nn0Sso
conhecimento.

Exemplo 4.1 Uma operacéo industrial produz residuos que, lancados ao
meio ambiente, se transformam em poluicdo. Cada vez em que a operacgao € rea-
lizada, temos um evento. Em cada evento, a variavel de interesse € a quantidade
de residuos gerados, variavel que apresenta um comportamento aleatorio, isto €,
a quantidade nao é constante a cada vez em que a operacao é realizada. A quan-
tidade produzida é representada por uma variavel aleatéria. Essa VA, por sua vez,
€ caracterizada por uma distribuicdo de probabilidades e seus parametros.

Neste nosso exemplo, o interesse esta em determinar a quantidade média
de residuos lancada ao meio ambiente, ou seja, NOsso interesse € determinar a
média da distribuigdo da VA de interesse. Como sabemos que essa determinagéo



nao sera exata, é importante que seja acompanhada de uma medida de incerteza
i sobre o erro que estaremos cometendo.

Na busca por informacdes (estimativas) dos parametros, utilizamos n repli-

cacdes da operacdo, ou seja, utilizamos uma amostra de tamanho n da VA.

Definicdo: Uma Amostra Aleatdria de tamanho n € um conjunto de variaveis

aleatérias X, X,,..., X independentes e tal que todas tém a mesma distribuicao.

Quando temos uma amostra aleatoria, dizemos que as variaveis aleatorias

sdo independentes e identicamente distribuidas e a denotamos pela sigla iid.

Definicdo: Uma estatistica € qualquer funcdo das observacdes em uma

i amostra aleatéria e como tal também é uma VA.

Exemplo 4.2 Dois exemplos de estatisticas muito usadas sdo a média e a

i variancia amostrais, que sdo definidas como

>_<=(xl+x2+...+xn)/n=ixi/n

i=1

e
n
—\2
S —— (xi - x)
n—14 ’
respectivamente.

Definicdo: Se X for uma VA com uma distribuicéo de probabilidades definida

por uma funcao de densidade f(x; 9), caracterizada por um parametro desconhe-

i cido 6 e se X, X,,...,X_ for uma amostra aleatoria de X, de tamanho n, entdo a
. estatistica ® = g(Xy, X,, ..., X, ), utilizada para aproximar 6, sera chamada estima-
dor de 6. Note que g(.) € uma fungéo da amostra.

Exemplo 4.3 As estatisticas X e S? apresentadas anteriormente s&o esti-

madores da média e da variancia populacionais.

Note que, sendo o estimador uma funcdo de VAs, ele préprio é uma VA.

Definigdo: Uma estimativa de um parametro 6 é um valor numérico assu-

¢ mido por um estimador.

Exemplo 4.4 Dois exemplos de estimativas muito usadas sdo a média e

a variancia amostrais, definidas apos a observacdo da amostra. Seja x a amos-

tra realizada, ou seja, jA com seus valores numéricos, x:{xl, Xpyeen, xn}
={21 23, 21, 16, 24, 21}, entdo as estimativas da média e da variancia s&o de-

terminadas fazendo



e
n
—\2
§f=— (xi —x) =7,6,
n—14
respectivamente.

Note que as VAs sdo denotadas por letras mailsculas, enquanto que os
valores obtidos para elas através das amostras (0 que também chamamos de
realizagcbes) sdo denotados por letras mindsculas.

4.3.3 Distribuicoes amostrais

Definicdo: Distribuicdo amostral € a distribuicdo de probabilidades de uma
estatistica.

Exemplo 4.5 Se X, X,
uma variavel aleatéria X, tal que E[X] =ue Var[x] = ¢?, entdo a média amostral

..., X,, for uma amostra aleatdria de tamanho n, de

X tem valor esperado

E[X]=E[(Xy+ X, + ...+ X, )/n] = (E[X, ]+ E[X, ]+ .. + E[X,]) /n
=(L+p+...+u)/n=n

e tem variancia

o? (>_():Var[x]:Var[(Xl+X2 +.+X,)/n]= (02 + ...+c52)/n2 =o?/n.

Note que na expressao acima, a variancia da soma € a soma das varian-
cias, isso se deve a indenpendéncia entre as variaveis envolvidas.

A utilizagdo da média amostral como estimador para a média populacio-
nal dd& margem a questdes sobre se essa “aproximacédo” é adequada e sobre a
incerteza associada a essa estimacao. Existem varios resultados matematicos
importantes sobre esse tema. Uma abordagem rigorosa sobre ele, no entanto,
esta totalmente fora do escopo deste livro. Contudo, apresentamos de forma su-
perficial dois resultados importantes: a Lei dos Grandes NUmeros e o Teorema



Central do Limite, que nos permitirdo seguir adiante.

4.3.3.1 Lei dos Grandes Numeros

Considere uma amostra aleatoria de tamanho n, X, X,,..., X extraida de

uma populagdo com média p. A lei dos grandes numeros estabelece que a mé-
dia amostral converge para a média populacional a medida que n cresce.

A demonstracdo matematica desse resultado esta fora do escopo deste li-

vro, mas ilustramos a convergéncia com o grafico da Figura 4.1. Os valores mos-
trados no grafico é resultado de simulacdo com valores gerados em computador
com parametros preestabelecidos. A linha horizontal no centro do grafico mostra
o valor da média populacional, u = 10, e a linha continua mostra a evolugéo da
média amostral a medida que aumentamos o tamanho da amostra. E facil notar
gue, a medida que n cresce, a média amostral se aproxima cada vez mais da
média populacional.

[ I [ I [ I
0 200 400 600 800 1000

n

Figura 4.1 llustragdo da Lei dos Grandes NUmeros.

O teorema central do limite, que enunciamos a seguir, de forma sucinta, é

um resultado importante para conclusées estatisticas em geral, pois ele associa
! 4 estatistica S, adistribuicdo normal padréo, N(0,1).

4.3.3.2 Teorema Central do Limite = TCL

Sejam X, X,,..., X, variaveis aleatorias independentes, tais que E[ X, |=p e

Var[ X, ]=0? <, entdio a VA X padronizada converge para a distribuig&o nor-
mal padrdo a medida que n cresce, ou seja,



_X-p

" o/vn

S

—N(0,)

quando n— . Da mesma forma a fda de S_ converge para a fda da distribui¢éo
normal.

Colocando em outras palavras o resultado acima, podemos dizer que “a distri-
buicdo da estatistica S se aproxima da distribuicdo normal padréo a medida que
n cresce”.

O TCL é um resultado importante, pois permite utilizar a aproximagao nor-
mal para a média de VAs independentes sob condi¢cdes suaves, ou seja, sob
condicdes que a grande maioria das amostras coletadas no dia a dia atende.

4.3.4 Estimacao por ponto

Na estimag&o por ponto, buscamos aproximar o valor do parémetro popu-
lacional por meio de um numero.

Existem diversos métodos para determinar estimadores. Apresentaremos,
neste texto, dois métodos de estimacao: o de maxima verossimilhanca, que é
apresentado logo a seguir, e 0 de minimos quadrados, apresentado na se¢ao
sobre Regresséo Linear.

4.3.4.1 Estimador de Maxima Verossimilhanca - EMV

Como o nome indica, esse método obtém as estimativas dos parametros :

maximizando a fun¢éo de verossimilhanca, que definimos a seguir.

Definicdo: Se X, X,,..., X for uma amostra aleatoria de uma fungéo de

densidade f(x;0), em que 6 € um parametro desconhecido, € X, X,,..., X S30 0S

valores observados da amostra aleatéria, entdo a funcao de verossimilhanca é
definida como

n

L(8) =f(x,; 0)f(x,;0) ... f(x,; )= [ [ f(x:0)-

i=1

Notas:

1. Como x,, X,,..., X, @0 valores observados, somente 6 permanece desconhe-
cido em L(6);



2. Na forma como esta proposta, a funcédo de verossimilhanca depende da in-

dependéncia entre as VAs observadas, por esse motivo a utilizagdo de uma
amostra aleatoria na definicdo da fungéo de verossimilhancga.

Definigdo: A estimativa de maxima verossimilhanga para um parametro 6

é o valor de 6 que maximiza a fungéo de verossimilhanca.

Exemplo 4.6 Numa linha de producdo, uma peca € NC (N&do Conforme)

com probabilidade p. Uma amostra aleatéria de tamanho n = 1000 pecas apre-
senta 18 itens NC's.

O modelo probabilistico que se ajusta a esse caso € a distribuicdo de Ber-

noulli com paréametro p, Ber(p). A funcéo de verossimilhanca € dada por

- ﬁf(xi; 0)= ﬁGXi (1- 9)1 X _ g (1-0)" Sxi

i=1

Para encontrar a estimativa de méaxima verossimilhanga recorremos ao

i calculo. Poderiamos derivar e igualar a zero a funcdo L(6), mas, por facilidade,
aplicamos o logaritmo antes. A aplicacdo do logaritmo né&o altera o valor de 6
gue leva ao maximo de L(0) e facilita na hora de derivar e igualar a zero. Assim,

i a funcéo log-verossimilhanca fica

i=1

|<> 0g(L(6)) - [zx].og +(n_ixi].og(l_e).

Para encontrar o méximo de L(8), primeiro derivamos a fungéo 1(6), com

i relagdo a §, como em

! e a seguir igualamos o resultado da derivagéo a zero e isolamos o 6, para obter
i 0 seu estimador,

3|I—‘

A partir da estimativa ] podemos definir o estimador



Note que a estimativa € o valor que assume o estimador quando a amostra

(X Xoseens Xn) assume o valor (xl,xz,..., xn).

1!

A estimativa para a probabilidade de NC pode ser obtida, entédo, substituin-
do na expresséo acima os valores observados na amostra, 0 que, nesse caso,
corresponde & proporgdo de NC'’s na amostra, ou seja,

6=18/1000 = 0,018.

Tendo por base essa estimativa, podemos dizer que cada novo item produ-
zido na linha de producéo tem probabilidade 0,018 de ser um NC (Nao Confor-
me). De forma equivalente, também podemos dizer que, mantidas as condicdes
gue geraram essa amostra, essa linha de producédo produzira em média 1,8%
dos itens fora da especificacéo (ou NC’s).

Notas:

1.0 EMV é uma ferramenta muito poderosa e pode ser facilmente esten-
dida para o caso de multiplos parametros. A diferenca € que a funcéo
de verossimilhanga, L(.), ser4d uma funcdo de multiplas variaveis (que,
nesse caso, sdo 0s parametros), e, apos as derivadas parciais, teremos
um sistema de equacdes a resolver para determinar os estimadores;

2.0 logaritmo utilizado na expressao para L(e) € 0 neperiano, com base
“e”, que é a constante matematica e = 2,718282..., também conhecida
como “numero de Euler”. No restante do texto, caso outra base seja uti-
lizada, o leitor sera avisado.

Exercicios:

1. Determine o estimador EMV para A, baseado em uma amostra alea-
téria de tamanho n, de uma distribuicdo de Poisson com parametro A,
X ~Pois (M);

2.Determine o estimador EMV para p, baseado em uma amostra alea-

téria de tamanho n, de uma distribuicdo N(u,cz) guando a variancia é
conhecida.



4.3.4.1.1 Propriedades do EMV

As propriedades 1 a 3 do EMV, apresentadas a seguir, sdo assintéticas, ou

seja, valem para grandes amostras:

1.0 EMV é aproximadamente n&o viesado, E[8] = ©;

2. A variancia do EMV é quase tdo pequena quanto se poderia obter com
qgualquer outro estimador, 0 que leva a estimadores mais precisos;

3. A distribuicdo do EMV é aproximadamente normal. Essa propriedade é
muito interessante, pois permite estabelecer regides de confianca;

4.0 EMV ¢ invariante. Isso quer dizer que, se tivermos um EMV 6 para 0,
mas estivermos interessados em uma funcéo h(0), pela propriedade da
invariancia o EMV de h(6) sera h(f).

Para maiores detalhes sobre essas propriedades ver literatura especifica.

4.3.4.1.2 Dificuldades no uso do EMV

Quando uma solucéo analitica para encontrar o maximo da funcéo de ve-

i rossimilhanca nao for viavel, uma solucdo possivel passa a ser encontrar 0 maximo
i da funcédo de verossimilhanca através de métodos numéricos.

O R dispde da instrucdo n1lm( ), que encontra 0 minimo de funcdes nao

i lineares.

A utilizacdo da instrucé@o é apresentada no quadro que segue. Na primeira

i linha, definimos a fungdo log—verossimilhanga, a qual chamamos F1. A inversdo

do sinal da funcéo (multiplicacdo por -1) € necessaria, pois nlm( ) calcula mi-

{ nimos — e desejamos um maximo. Na segunda linha, temos a instrucéo propria-
i mente dita. O primeiro argumento é a funcédo a ser minimizada, ¥1, e o segundo
i é o ponto de partida do método iterativo.



# Obtencdo do EMV para o Exemplo 4.6

#

# Definicdo da funcédo da qual desejamos encontrar o minimo
Fl=function(tt) (-1)*(18*log(tt) + 982*log(l-tt))

#

# Minimizacdo propriamente dita

nlm(Fl, .01)

#

A funcéo de verossimilhanca apresentada no quadro € a mesma do Exem-
plo 4.6. Recomendamos que se execute as instru¢des do quadro e se compare 0
resultado obtido com o resultado analitico obtido no exemplo. Como o leitor pode
notar, o resultado computacional é uma aproximagéo em relagéo ao anterior.

Nota: Sempre que estiver disponivel, o resultado analitico deve ser preferido em
detrimento do numérico, ja que o analitico é exato.

4.3.5 Estimacgao por intervalo

Na estimac&o por intervalo, buscamos aproximar o valor de um parametro
populacional desconhecido através de um intervalo. O diferencial em relagdo a

estimacado por pontos é que, no caso da estimacao por intervalo, também obte-
mos a probabilidade de que o pardmetro esteja no intervalo apresentado.

Na estimacao por intervalo, temos duas informagdes muito interessantes.

Uma delas diz respeito a medida da precisdo do estimador, que € observada

através da amplitude do intervalo, quanto mais largo o intervalo menos preciso o
estimador e quanto mais estreito o intervalo mais preciso o estimador.

A segunda informacéo interessante € uma medida de incerteza, a cada

intervalo obtido temos a probabilidade de que ele contenha o parametro de in-
teresse. Quanto mais proxima de um for a probabilidade, mais confianca temos
gue o verdadeiro valor do parametro esteja no intervalo apresentado, e quanto
mais distante de um for a probabilidade, menos confianga teremos que o inter-
valo contenha o parametro que desejamos estimar.



4.3.5.1 Estimacgéo por intervalo para a média populacional

Considere o caso em que temos uma amostra aleat6ria, Xy Xy X, €

i desejamos estimar a média populacional através de um intervalo com probabi-
: lidade 1-o..

Utilizando o resultado do Teorema Central do Limite, apresentado acima,

aproximamos a estatistica S_pela distribuicdo normal,

X -

G/\/— - N(O’ 1)’ (4.1)

i tem distribuicdo aproximadamente normal com média zero e variancia um para

i todo n suficientemente grande. Utilizando a tabela normal podemos escrever

P(z(oc/z) < :/;J% <z(1- oc/z)] =1-a,

em que z(0/2) e z(1- 0,/2) sdo os quantis /2 e (1- o/2) da distribuicéo normal,
: respectivamente.

Considerando que z(1-0/2) = -z(0,/2), temos

P(—Z (- oc/Z)% <X-p<z(1- og/z)%j 1o

i ou

P()?-z(l—oc/z)i<u<§+z(1—oc/2)

Jz1-o

Como podemos observar, temos um intervalo para a média populacional

5o

Jn

i u com probabilidade 1 — o.. Esse intervalo é denominado intervalo de confianca
e nos referiremos a ele pelas suas iniciais, IC, podendo ser expresso na forma

IC(w;1- o) = ()? +7(1- oc/z)%j.



Quando trabalhamos com ICs, 0 mais comum é trabalharmos com probabi-
lidade 1 — o= 0,95. Uma possivel justificativa para essa escolha € que a proba-
bilidade de 0,95 significa uma alta probabilidade de o evento associado ocorrer,
ou seja, 95 em 100, ou equivalentemente 19 em 20. Outras probabilidades que
também séo utilizadas para IC’s séo 0,90, 0,99 e 0,999.

Quanto maior a probabilidade 1 — o, maior a chance de que o IC venha a
conter o parametro de interesse, 0 que nos levaria a escolher IC’'s com a maior
probabilidade possivel. Essa abordagem tem um problema, quanto maior a proba-
bilidade, mais amplo seré o IC, o que também né&o € interessante. Assim sendo,
na busca por um equilibrio entre a maior probabilidade e o menor tamanho do
intervalo, o uso consagrou 1 — o= 0,95.

Particularizando o IC para 1 — o= 0,95, podemos definir os valores de z( ),
0 que pode ser feito através da tabela normal, entdo obtemos o intervalo

p[f(_%<p<i+%]=0,95,

ou na forma de um IC,

IC(u; 0,95) = (;(i (132)0]

Esse intervalo pode ser determinado para outras probabilidades. Basta
ter os valores correspondentes a essas novas probabilidades da tabela normal. :
Para 0,90, seria + 1,64, para 0,99 seria + 2,58 em lugar de + 1,96.

Exemplo 4.7 Uma amostra de tamanho 10, relativa a emissao de material
particulado em uma operacdo industrial, gerou os seguintes dados: 17,5; 20,6;
14,1; 20,4; 18,9; 14,6; 19,8; 15,5; 23,9; e 24,1. Observacbes histéricas sobre o
fendbmeno nos permitem considerar ¢ = 3,2, constante e conhecido. Da amostra,
temos X =18,94. O IC com probabilidade 0,95, usando aproximacdo normal, é
dado por

IC(i; 0,95)= [i +(1,96)— | = [18, 94+ (1, 96)%] = (18,94 +£1,98).

)

¢ f )

16.96 18.94 20.92

Figura 4.2 llustracdo do intervalo de confianca do exemplo. 103



Notas:

1. A probabilidade do IC, 1 — «, esta associada a confianga ou a crencga de

gue o intervalo contenha o verdadeiro valor do pardmetro de interesse,
no caso anterior a média u — embora essa observagdo seja valida para
todos os tipos de ICs;

. O tamanho do intervalo estd associado a preciséo do resultado. Intervalos

muito grandes podem ser indteis. Um exemplo disso esta na afirmacéo
de que a altura média de um grupo de pessoas adultas, da populacao
em geral, estd entre 1,5 e 1,9 m. Embora essa afirmacao possa ser feita
com probabilidade muito alta, ela ndo acrescenta nada ao que todos ja
sabemos;

.A precisdo de uma estimativa pode ser controlada pelo tamanho da

amostra, 0 “n”. Vejamos, aumentando o tamanho da amostra e mantendo a
probabilidade do intervalo de confianga a ser construido, nossa expec-
tativa € que tamanho dele seja reduzido, tornando a informacdo mais
precisa. De forma inversa, se reduzirmos o tamanho da amostra e man-
tivermos a probabilidade, nossa expectativa é que o intervalo tenha seu
tamanho aumentado, sendo portanto menos preciso. Note que, em am-
bas as situacbes apresentadas, a incerteza associada ao intervalo obti-
do permanece a mesma, pois a probabilidade néo foi alterada;

. A escolha da probabilidade associada ao IC, 1 — o, depende da area em

gue a pesquisa € feita. Um valor usual para 1 — o é 0,95, valor utilizado
na grande maioria das aplicacfes. Existem situacdes em que valores
diferentes sdo recomendados. Aplicagc6es na industria farmacéutica, por
exemplo, em que a dosagem em medicamentos tem implicagbes para
a vida de seus usuarios, utilizam probabilidades tais como 0,9999, ou
maiores. J4 estudos em que as variaveis de interesse apresentam varia-
bilidade elevada, como é o caso de estudos nas areas sociais, trabalham
com valores tais como 0,90 para 1 — o ou menores. Nesses casos, utilizar
1 - o= 0,95 implicaria em amostras tdo grandes que poderia inviabilizar
a pesquisa;

.ICs que utilizam a aproximac¢édo normal, mostrados anteriormente, sdo

recomendados para situagdes em que o desvio padrdo ¢ € conhecido.
Isso pode ocorrer em funcao de informacgées histéricas, como mostrado
no exemplo. Quando a amostra € grande, alguns autores recomendam
n > 100, tambem podemos utilizar a distribuicdo normal. Quando es-
sas condicdes ndo ocorrem, devemos utilizar a distribuicao t de Student,
como descrito a seguir.



Exemplo 4.8 Utilizando os mesmos dados da amostra do Exemplo 4.7, para

construir um IC com probabilidade 0,99 usando aproximacao normal, utilizamos

IC(u;0,99) = [i +(2, 58)%j = (18, 94+ (2,58)%) =(18,94+2,61).

Exercicio: Utilizando os mesmos dados da amostra do Exemplo 4.7 cons-
trua um IC com probabilidade 0,90 usando aproximacao normal.

Um aspecto importante sobre ¢ € que este €, em geral, desconhecido. Uma

solucédo é substitui-lo pelo seu estimador natural, o desvio padrdo amostral, s.
Para amostras grandes, n > 100, a aproximacao € boa.

Para amostras pequenas, a distribuicdo normal na equacéao (4.1) é substi-
tuida pela distribuicdo t de Student com n — 1 graus de liberdade. Assim, temos

_ X

~s/vn

T ~t(n-1),

utilizando ent&o a distribuicdo t de Student, podemos escrever

P[t(n—l)(oc/Z) < % <t(n-1)(1- oc/Z)J ~1-0,

em que t(n-1)(o/2) e t(n—1)(1-0/2) séo os quantis (0;/2) e (1- o/2) da distri-
buicdo t de Student com n — 1 graus de liberdade, que estéo tabelados.

Reorganizando a desigualdade, temos

;{i_tm_ggyai%<u<i+tm_n«ya5%}4—a

O intervalo para a média populacional u, mostrado anteriormente, pode ser

expresso na forma

IC(w;1-a)= (>_<J_r t(n—l)(oc/z)%).

Para obter o IC estimado substituimos X€S pelos seus respectivos esti-
madores obtidos da amostra X e



IC(u; 1- a):[ht(n_l)(a/z) > J

z;(xi B i)z

n-1

obtendo

Jn

Exemplo 4.9 Residuos industriais.

A quantidade de residuos produzidos por um processo de producado indus-

trial é representada pela VA X, com média u e variancia 62. Suponha que histo-
ricamente esse processo tem produzido 10 kg de residuos por lote do produto.
Desejamos fazer afirmagdes sobre a quantidade de residuos produzidos tendo
controle sobre a incerteza associada a essas afirmacoes.

Considere que um estudo sobre novos filtros aplicados a equipamentos

semelhantes, de outras empresas, produziu as observacdes X = {9, 10,12,
: 11,10,11,12,11}. Dessa forma, temos X = 10,75 e s = 1,035. O intervalo de con-

: fianga para média é

|c(u;1_a):(>‘<it(n_1)(a/z)i]

n

1,035

. IC(1;0,95) = (10, 75+2,306 —j = (10,75+0,796) = (9,954, 11,546).

Jo

4.3.6 Testes de hipoteses

Uma forma interessante de fazer inferéncia € o teste de hipoteses. Nessa

forma de inferéncia, estabelecemos uma hipétese inicial a respeito de um para-
metro de uma variavel de interesse, que chamamos de hip6tese nula e denota-

mos por H,, e uma hipotese alternativa a hipétese nula, que chamamos hipotese

i alternativa e denotamos por H,. A seguir, coletamos uma amostra que trara evi-
i déncias em favor de uma dessas hipoteses, fazendo com que rejeitemos H, em
: favor de H,, ou n&o.

Definicdo: Uma hipotese estatistica € uma afirmacdo sobre um ou mais

: parametros.



Geralmente, a hipétese nula se refere ao estado atual de um fenémeno,
e a hipétese alternativa a uma possivel modificacdo desse estado atual, veja o
exemplo que segue.

Aproveitando o exemplo sobre residuos industriais, podemos formular basi-
camente trés tipos de hipéteses sobre a média populacional:

1LH =y, versus H:u#u;
2.H, w=p,versus H:u>pu;

3.H, w=p, versus H:p <.

em que u, € uma constante escolhida pelo analista em fungéo do problema
tratado.

No caso 1, o teste é chamado de bilateral pois os valores de u que contra-
riam H, podem estar tanto acima como abaixo de p,; ja nos casos 2 e 3, o teste
€ chamado de unilateral.

4.3.6.1 Teste de hipotese bilateral H: p =y, versus H,: p = y,

Exemplo 4.10 Retomando o exemplo sobre residuos industriais, consi-
dere que um estudo sobre novos filtros aplicado a equipamentos semelhantes
de outras empresas produziu as observacbes X = {9, 10,12,11,10,11 12, 11}, e,
portanto, X = 10,75. O desvio padrédo é conhecido, ¢ = 1.

Suponha que desejamos testar a hipétese H . u = 10 versus H,: u # 10. Te-
mos, entdo, supondo que H, seja verdadeira e usando o TCL, a estatistica de teste

_ X-u _ X-10

“o/n 1B

z ~N(0,1).

Valores aceitaveis para Z devem estar num intervalo de alta probabilidade
para a VA Z, enquanto que valores improvaveis de Z conduzem a rejeicdo de H,.

Como Z tem distribuicdo normal padréo, consideramos 1 — o. uma probabili-
dade alta, entdo o intervalo (z(c/2), z(1- a/2)) contém os valores mais provaveis
de Z, enquanto que valores de Z menores que z(c/2) e maiores que z(1- 0,/2)
sdo os valores improvaveis de Z. A esses valores improvaveis chamamos de
regido de rejeicao ou regido critica do teste.

Como a normal padréo é simétrica em torno de zero, temos z(1- o/2) = —z(a/2),
a regido critica do teste é |Z| >z(1-a/2) e



P(|Z]>z(1- 0/2)) = a.

Devemos, portanto, rejeitar Hypara |Z| > z(1- 0/2).

Exemplo 4.11 Retomando o exemplo anterior e fazendo o = 0,05, temos a

regido critica determinada por |Z| >z(1-0/2) =1,96. Essa regido critica é ilustra-
i da no grafico da Figura 4.3.

al2 al2

zl(oc/2) z(1ia/2)

Figura 4.3 Regido critica do teste normal bilateral.

A realizacao da estatistica de teste por meio da amostra é

- 10,75-10

0_]/—\/5

=212,

valor que se encontra dentro da regido critica, o que nos leva, portanto, a rejeitar

0"

Exercicio: Defina a regido critica do teste apresentado no exemplo anterior

para valores de oo em 0,10 e 0,01. Refaga os passos do exemplo para verificar

i seus conhecimentos.

Nota: O valor a, definido anteriormente, € chamado nivel de significancia

do teste.

4.3.6.2 Teste de hipotese unilateral H: p = p, versus H,: py >y,

Nesse caso, 0 procedimento para montar o teste é analogo ao apresentado

anteriormente para hipotese bilateral. A estatistica de teste, Z, € a mesma, so-

mente a regido critica do teste é diferente.

A regido critica é estabelecida em funcdo da hipotese alternativa. Com H.:

u> 10, devemos rejeitar H, para valores altos de Z. Fixando o nivel de significan-

i cia do teste em o, a regido critica fica estabelecida como sendo os valores de Z

maiores que z(1- o), pois



P(Z>z(1— oc))zoc.

Assim, rejeitamos H, para valores de Z > z(1- o).

Exemplo 4.12 Aplicando o teste H : = 10 versus H,: u > 10, para o. = 0,05,
aos dados do Exemplo 4.10, temos que z(0,95) = 1,64.

Como Z,= 2,12 e Z,> 2(0,95), rejeitamos H,. A regido critica do teste é
mostrada no grafico da Figura 4.4.

D(z)

(0]

z( 1I—OL)

Figura 4.4 Regido critica do teste normal, Z > z(1- o).

4.3.6.3 Teste de hipotese unilateral H: p = p, versus H.: p <y,

Novamente, o procedimento para montar o teste é analogo ao apresentado
anteriormente. A estatistica de teste, Z, € a mesma. Somente a regido critica do
teste é diferente.

A regido critica é estabelecida em funcao da hipétese alternativa. Como
H,:u < 10, nesse caso devemos rejeitar H, para valores baixos de Z. Fixando o
nivel de significancia do teste em o, a regido critica fica estabelecida como sendo
os valores de Z menores que z(o.):

P(Z<z((x))=0c.

Assim, rejeitamos H, para valores de Z < z(a).

Exemplo 4.13 Aplicando o teste H,: u =10 versus H,: u < 10, para o = 0,05,
aos dados do exemplo, temos que z(0,05) = —1,64.

Como Z,=2,12 e Z, >z(0,95), ndo rejeitamos H,. A regido critica do teste
€ mostrada no grafico da Figura 4.5.



D(z)

Z(o)

Figura 4.5 Regido critica do teste normal, Z < z(c).

Geralmente, podemos aplicar a seguinte logica de raciocinio em teste de

: hipéteses: é mais razoavel considerar que H, seja falsa e rejeita-la do que aceitar

que valores exoticos de Z ocorram — valores com probabilidade muito baixa de

ocorrer. E claro que valores com probabilidades baixas s&o raros, mas ocorrem,
i e, nesse caso, temos um erro. Discutimos, a seguir, 0s erros cometidos em testes
i de hipoteses.

4.3.6.4 Erros tipo | e ll

Quando testamos uma hipotese H, o resultado pode ser um acerto quando

rejeitamos H e ela é falsa, ou quando n&o a rejeitamos e ela € verdadeira. Mas
temos duas situacdes de erro, que chamamos de erros tipo | e II:

+ Erro tipo I: ocorre quando rejeitamos H,, mas ela é verdadeira,

* Erro tipo Il: ocorre quando néo rejeitamos H_, mas ela e falsa.

Controlar as probabilidades de cometer os erros tipo | e 1l € muito importan-

te para sabermos o peso real das afirmacdes feitas decorrentes dos resultados

dos testes e para ponderarmos as decisfes tomadas em decorréncia dos resul-

tados. Veja o0 exemplo a seguir.

Exemplo 4.14 Uma empresa tem uma proposta de alteracdo em seu pro-

duto principal. Historicamente esse produto tem 20% do mercado. Uma pesquisa
de opinido é feita para determinar a aceitagdo do produto modificado. Podemos

comparar a aceitacdo atual, representada por L com com a historica de 20%,

testando as hipéteses H . u = 20 versus H,: u > 20. Rejeitar H; significa alterar o

processo de producgéo, o que implica alto investimento. Os erros tipo | e Il s&o im-

portantes nesse caso. O erro tipo |, rejeitar H, quando ela é verdadeira, significa,

para a empresa, realizar um alto investimento sem obter o retorno esperado. O
i erro tipo Il, ndo rejeitar H, quando H, é verdadeira, significa a perda da oportu-
nidade de melhorar o produto e perda do investimento feito no desenvolvimento

das melhorias. Em ambos o0s casos, o erro significa a perda de competitividade

! da empresa.



As probabilidades dos erros tipo | e Il sdo denotadas por
P(Erro tipo I) = o e P(Erro tipo Il) = B.

No erro tipo Il, a condi¢do na qual H, deveria ter sido rejeitada pode ser um
conjunto com infinitos valores do parametro, portanto a probabilidade de erro
tipo Il, B, depende desse valor verdadeiro do parametro para ser expressa.

Exemplo 4.15 Considere o caso do teste H: i =y versus H : u >, entao
P (Erro tipo I1)= P(Na o rejeitar H, | TR (T oo)) ,

ou seja, a probabilidade do erro tipo Il |1 € funcdo do verdadeiro valor do para-
metro testado cujo valor é desconhecido. Por essa razéo o erro tipo Il é expresso
como funcéo de u, como ndo sabemos seu valor consideramos todas as possibi-
lidades. O mesmo acontece com a fungéo poder apresentada a seguir.

O erro tipo Il estd associado a uma outra fungéo que é a funcédo poder do
teste, que é denotada por B(u), e € dada por

B(u)=1-P(Erro tipo Il ).

A funcao poder é assim chamada pois ela reflete a capacidade ou o poder
que o teste tem para rejeitar a hipotese H; quando ela € falsa. Aos leitores inte-
ressados em aprender mais sobre poder de testes de

hipéteses, recomendamos a literatura especializada em inferéncia estatistica.

4.3.6.5 Teste t para a média

Nos testes tratados anteriormente, € comum que a variancia nao seja co-
nhecida. Nesse caso, adotamos a mesma solucdo utilizada para intervalos de
confianga, substituimos o desvio padréo ¢ por seu estimador s e a consequéncia
€ que passamos a trabalhar com a estatistica T com distribuicdo t de Student
com n — 1 graus de liberdade

_X-u

-

T

~t(n-1).



A estrutura dos testes € a mesma apresentada anteriormente. As Unicas

mudancas estdo na estatistica de teste — agora temos a T mostrada anterior-
mente — e na distribuicdo utilizada para determinar a regido critica.

As regides criticas para os testes sao definidas de forma analoga ao caso

das normais, mostrados anteriormente. A regido critica de teste, no caso do teste
H,: 1 = p, versus H: u # i, € definida pelos quantis t(n—1)(0;/2) e t(n—1)(1-0/2).
i Como a distribuicéo t de Student é simetrica em torno de zero, a regido critica
| para o teste bilateral é [T|>t(n—1)(1-a/2). No caso do teste para H, u = p,
versus H,: p >y, a regido critica para o teste € T >t(n-1)(1-a). E, no caso
do teste da hipotese H . u =, versus H: u < u, a regido critica para o teste é
T <t(n—1)(a).

Apresentamos, a seguir, um exemplo para o teste bilateral. Os demais se-

guem de forma anéloga ao caso da normal.

Exemplo 4.16 Retomando o exemplo sobre residuos industriais, considere

gue um estudo sobre novos filtros aplicados a equipamentos semelhantes de
i outras empresas produziu as observagdes X ={9,10,12,11,10,11,12,11}. Dessa

: forma, temos que

| X =10.75 e s=1.035.

Suponha que desejamos testar a hipotese H;: u = 10 versus H,: u # 10.

Entdo, sob H,, temos que T ~t(7) e

10,75-10

T—sz%

A regido critica de teste, para o.= 0,05, é

IT|> t(n—1)(1- a/2) = t(7)(0,975) = 2,365.

Logo, nao rejeitamos a hipétese H : u = 10.

Valores criticos para o teste t ou quantis da distribui¢céo t de Student podem

ser obtidos de tabelas da distribuicdo ou podem ser obtidos no R por meio da

instrugéo gt (. ).

Os quantis da distribuicédo t de Student com v graus de liberdade podem ser

i obtidos como mostra o quadro a seguir.



#
# quantil 0,975 da distribuicéo t com 7 graus de liberdade
gt (0.975,7)

#

4.3.7 Introdugao a amostragem

Varios aspectos devem ser considerados quando pretendemos analisar
uma amostra e concluir para toda a populacao. Um aspecto importante é a for-
ma como esses dados séo coletados. Esse assunto é tratado em uma area da
estatistica a qual chamamos amostragem.

Amostragem € a &rea da estatistica que reune técnicas de coleta de dados,
técnicas que buscam garantir que os resultados nao apresentam viés.

Exemplo 4.17 Em pesquisas de opinido, um dos tipos que mais atrai a
atencdo das pessoas em geral sdo as pesquisas pré-eleitorais. Imagine que,
em um municipio, as preferéncias pelos candidatos séo regionalizadas, ou seja,
os eleitores do candidato A estdo mais concentrados em uma regido, ja os do
B em outra, e assim por diante. Se um pesquisador desavisado concentrar sua
amostra em um bairro que concentra mais eleitores de A, podemos dizer que o
resultado apresentara um viés a favor do candidato e sera diferente do resultado
pretendido, que é estimar os votos em todo o municipio.

Existem técnicas para garantir que resultados nao viesados sejam produ-
zidos. Mostraremos algumas dessas técnicas a seguir.

Definicdo: Populagéo é todo o conjunto de elementos nos quais estamos
interessados.

Definicdo: Amostra € um subconjunto de elementos selecionados a partir
da populacgéo.

Exemplo 4.18 Exemplos de populacdo e amostra.

Populagéo Amostra

Eleitores de um municipio 200 eleitores selecionados ao acaso

Um lote com 5000 unidades de um 50 unidades do produto selecionadas ao
determinado produto acaso

O conjunto de todas as fabricas de 20 fabricas escolhidas entre todas

uma regido




4.3.7.1 AAS (Amostra Aleatéria Simples)

Definicdo: Uma amostra aleatoria simples, de tamanho n, consiste em n

elementos da populacdo escolhidos de forma que qualquer elemento tenha a
mesma chance (probabilidade) de ser escolhido.

Uma AAS pode ser obtida com ou sem reposi¢cédo. Considere que a po-

i pulacdo tenha um formato que permita numerar cada um de seus elementos.
i Considere também que, para cada elemento, podemos ter uma bola com seu
{ nimero em uma urna.

4.3.7.1.1 AAS sr (Amostra Aleatéria Simples sem reposicao)

Num procedimento similar a um bingo doméstico, podemos obter uma

i amostra de tamanho 10 retirando em sequéncia 10 bolas sem recoloca-las na
urna. Nesse caso, teremos uma AAS sem reposicao.

4.3.7.1.2 AAS cr (Amostra Aleatéria Simples com reposicao)

Outra forma de obter uma AAS de tamanho 10 é retirar uma bola, anotar

0 seu numero e retorna-la a urna. Repetindo esse procedimento 10 vezes, tam-
bém teremos uma amostra de tamanho 10, mas agora com reposicao.

Existem varias diferencas entre os procedimentos com e sem reposicao.

De imediato, notamos que, com reposi¢cdo, 0 mesmo elemento pode participar
! mais de uma vez na amostra. As diferencas no que se refere a andlise estatistica
sdo marcantes. Neste texto, trataremos apenas da AAS sem reposicao.

Considere x:{xl, ) SR xn} uma amostra coletada pelo esquema da

AAS sem reposicdo de uma populacao finita com N elementos. Um estimador
para a média populacional é a média amostral, descrito pela expressao

Y:ixi/n,

e o estimador para a variancia € dado por

Consequentemente, o intervalo de confianga para a média populacional,



IC(w;1-a) =X+ z(at/2) /var(x).

Exemplo 4.19 Didmetro de um lote de 100 pecas.

Em um lote de tamanho N = 100 pecas, estamos interessados em estimar um
IC para a média dos didmetros. Uma AAS sr de tamanho n =5 é coletada e produz
X =10,1 e s2=0,04. Uma estimativa para a variancia da média amostral é

var (X) = 3—(1 - %) - %(1 - %) —(0,008)(0,95) = 0,0076.

O IC para a média populacional, IC(u; 0,95), usando aproximagéo normal, é

IC(11; 0,95) = X + z(0/2)Jvar (X) = 10,1+ (1,96)(0,0872) = 10,1+ 0,17.

4.3.7.1.3 Estimacé&o de uma proporgcao

A estimacéao de uma proporc¢ao é, de fato, um caso particular da estimacao
da média. A proporcéo € a razéo entre o numero de casos favoraveis e o niumero
total de casos, tanto para a populacdo quanto para a amostra. Considere a situa-
¢cdo em que a variavel de interesse pode assumir somente os valores zero e um,
sendo que a mesma assume o valor um quando o elemento amostrado apresen-
ta a caracteristica de interesse. Neste caso, a média populacional corresponde a
proporcéo populacional e a média amostral corresponde a propor¢cao amostral.

A proporcao populacional é dada por

_ Casos Favoraveis _ EN: X
Casos Totais = N '

em que X =1, se o i-simo elemento da amostra apresentar a caracteristica de
interesse, e X = 0, caso contrario.

Dada a equivaléncia entre a média e a proporgdo, os estimadores utili-
zados para a média sdo também utilizados para a propor¢édo, com as devidas
simplificacdes.

O estimador da proporcéo populacional € a proporcdo amostral:

_ Casos Favoraveis na amostra
Tamanho daamostra




Note a diferenca: Na propor¢éo populacional, o “P” é maiusculo, enquanto

7

i gque na amostral o “p” é mindsculo.

O estimador para a variancia de p é

e o intervalo de confianca para P, utilizando aproximac¢ao normal para p, €

IC(P;1-a)=p+z(0/2),/var(p).

Exemplo 4.20 Em uma AAS sr de tamanho 100 de uma populacdo com

i 1000 elementos, 15 elementos apresentam a caracteristica de interesse.

A estimativa da proporcgéo populacional é

| p=15/100=0,15.

var (p) =

A estimativa da variancia do estimador é

(0,15)(1-0,15) 1000-100

- (0,001275)(0,9009) = 0,001148,
100 1000 —1

O intervalo de confianca para a proporcao populacional é

. IC(P;0,95)= 0,15+ (1,96)(0,034) = 0,15 + 0,067.

4.3.7.1.4 Determinagé&o do tamanho da amostra

Uma questédo que surge no planejamento de uma AAS sr diz respeito ao

tamanho da amostra. A partir do tamanho do IC considerado aceitavel, da proba-
: bilidade do IC resultante, (1- o), e do valor aproximado dos parametros, podemos
aproximar o tamanho da amostra.

Uma aproximacao inicial do tamanho da amostra necesséria para estimar

: uma proporgao é

_tp(1-p)
d2



em que d é o limite superior para o erro considerado aceitavel — comprimento
do intervalo dividido por 2 — e t é o quantil (1— oc/2) para um IC com probabili-
dade (1-a), ou seja, desejamos um IC tal que P(|p—P| >d)= o. O valor de p
na expressao anterior geralmente nao é conhecido. Assim sendo, o seu valor é
aproximado por resultados de estudos anteriores, opinido de especialistas ou
mesmo amostra piloto.

Um refinamento do tamanho da amostra, utilizado quando n /N nao é
desprezivel, é dado por

L
T (no/N)

Exemplo 4.21 Qual é o tamanho de amostra necessario para estimar uma
proporcdo que acreditamos estar préxima de 0,2, com IC de comprimento ndo
maior que 0,06, em uma populagcdo de tamanho 9007

Uma aproximacao inicial é
(196)° 0,2(1-0,2)

Ny = . — 0,615/0,0009 = 6833,
(0,03)

e o refinamento é

N 683,3

" (ng/N) 1+(683,3/900)

Portanto, devemos usar uma amostra de pelo menos 389 elementos para
obter o intervalo desejado.

Para estimar a média de uma populagéo, a determinac¢éo do tamanho da
amostra é similar. A aproximagdo inicial é dada por

em que S é uma aproximacdo do desvio padrdo, X é uma aproximacéo da mé-
dia que deseja estimar e r diz respeito ao comprimento maximo aceitavel do IC,
expresso como proporcao da média. O IC desejado é tal que P(|§ - )_(| > r>_() =a.

O refinamento na determinacao do tamanho da amostra é idéntico ao caso
da propor¢ao mostrado anteriormente.



Exemplo 4.22 Uma populagdo tem média proxima de 20 e um desvio padréo

em torno de 2. Qual o tamanho da amostra necessario para estimar a média com
um IC de comprimento ndo maior que 5% da média em uma populacédo de tamanho
i 1000 e com probabilidade 1o = 0,95

A aproximacao inicial &

rX ) | (0,025)(20

: e o refinamento é

.M _ 615
1+ (ny/N)  1+(61,5/1000)

=57,9.

Portanto, devemos usar uma amostra com pelo menos 58 elementos para

obter o intervalo desejado.

Existem, disponiveis na literatura, tabelas de nimeros aleatérios, também

chamados de randémicos, em que € possivel obter uma sequéncia de nimeros
para coleta de uma AAS. No nosso caso, recomendamos a utilizagdo da instrugéo
sample (.) do R, que pode fornecer diretamente a lista de elementos para fazer
parte da amostra. Um exemplo esta disponivel no quadro a seguir.

A AAS é geralmente a mais indicada quando sua aplicagdo é viavel. Em

! situacdes em que é possivel obter uma lista dos elementos da populacdo e
numeré-los, geralmente podemos aplicar a AAS. Sdo exemplos de situacdes
como esta quando queremos aplicar um questionario aos funcionarios de uma

i fabrica, aos alunos de uma escola, etc. Em todos esses casos, existe uma lista

dos elementos da populacdo. Também podemos aplicar a AAS em casos em

que, embora nao disponhamos de uma lista, os elementos da populacdo estdo
organizados de forma que cada um pode ser identificado sem ambiguidade. Este
€ 0 caso de itens em estoque organizados em prateleiras, estrados ou outra

i forma que, sendo sorteados, podem ser localizados por meio de uma contagem.

Em situacdes em que a AAS néao pode ser utilizada, outros métodos de co-

: leta de amostras estéo disponiveis. Esses métodos mais sofisticados n&o seréo
! tratados aqui. Aos leitores interessados, recomendamos buscar literatura técnica
i especifica. Um exemplo de situacéo em que a AAS néo pode ser aplicada sédo os

i estudos de pesquisa de opini&o, em que nio é possivel, por exemplo, obter uma
lista de todos os potenciais compradores de um certo produto.



Amostras aleatérias podem ser obtidas no R por meio da instrucdo
sample (.). Esta permite amostrar a partir de uma lista de elementos ou a
partir de uma sequéncia numérica. No quadro a seguir, mostramos como obter
uma amostra sem reposicao, de tamanho 20, de uma sequéncia numérica que
vai de 1 a 500 — 500, nesse caso, seria 0 tamanho da populacéo. Utilize essas
instrucdes no R e veja o resultado.

#

# Exemplo de selec¢do de amostra AASsr
#

N=500

Amostra=sample (1:N,size=20, replace=FALSE)

Amostra

#

4.3.8 Regressao Linear Simples

Um problema comum em varias areas do conhecimento é a andlise da
relacdo linear entre duas variaveis.

A relacgéo linear ente as variaveis x e y pode ser representada pelo modelo
y=B,+B, x+¢, )

em quey € a variavel resposta, x € a variavel explicativa, 3, e 3, sdo os parametros
do modelo, o intercepto e a inclinagado, respectivamente, e € € o0 erro aleatorio.

Podemos particularizar esse modelo para os dados observados, para cada
uma das n observacdes, na forma

yf=Bo+'lef+8P

emquei=1,2,...,n, eiindexa as observagoes.

No modelo linear simples, o parametro 3, corresponde ao intercepto ou ao
ponto em que areta corta o eixo das ordenadas, e 3, corresponde ao coeficiente
angular, o quanto y varia quando x varia uma unidade.



Outra forma de representar o modelo é por meio da curva esperada,

E[Y]=B, +B; x.

4.3.9 Estimagdo pelo método de minimos quadrados

Estimar o modelo (1) significa encontrar boas aproximacdes para 0s pa-

rametros 3, e B,. Isso pode ser feito por meio de varios métodos, um dos mais
i utilizados é o método de minimos quadrados.

Considere a soma de quadrados dos erros cometidos por um modelo quando

dois valores quaisquer sdo escolhidos para f3, e f3,,

ng(ei)z :(yi —Bo _B1Xi)2.

Derivando essa expresséo para Q em relacdo a 3, e B, e igualando a zero,

i temos as equagdes

i que correspondem ao sistema de equacées normais. A solucéo desse sistema

de equacdes produz as estimativas de minimos quadrados para os parametros
: B, e B,, dados por

: A

§B1_n

Bozy_ﬁj

n

Z Xiy; —NXy
— i=1

) x? —nx?

i=1



Exemplo 4.23 Considere duas variaveis X e Y cujos dados sdo apresenta-
dos na Tabela 4.1. O ajuste do modelo linear pode ser feito como descrito a seguir.

Tabela 4.1 Dados para aplicagdo do modelo linear simples.
i|1}2 3|4 |56 78] 9|10[11|12]13]| 14|15

X[ 59|57 |76|68|53|77|58|72|63|57|77|67|60| 72|70
Y| 38|38 |40 | 50|39 |55|38|50| 42|44 |53 |44 |38 | 45| 37

Para ajustar o modelo, determinamos inicialmente partes da expresséo

n=15 X =65,733 y =43,40

Y x?=65736 )y’ =28761 Y xy, = 43247.
i=1 i=1 i=1

A seguir, aplicamos esses valores na expressao das estimativas dos para-
metros e obtemos,

zn‘, X;y; — Xy

55 _ 43247 (15)(65,733)(43,40)

) ~0,492
65736 — (15)(65,733)

n
x? —nx?
i=1

e

N

B, = ¥ —P,x = 43,40 - (0,492)(65,733) = 11,06.

A Figura 4.6 mostra o diagrama de disperséo desses dados ja com o mo-
delo ajustado, representado pela linha reta no grafico.




Exemplo de Regresséo Linear Simples

55 60 65 70 75

X

Figura 4.6 Regressdo com dados do exemplo.

Tendo uma boa aproximacdo dos parametros, podemos prever a resposta

por meio do modelo ajustado

9(x) = ﬁo + ﬁ1x'

Assim, se desejarmos prever uma nova observacao, por exemplo, para x = 70,

i substituiremos 70 na equacé&o anterior e obteremos

y(70)=1113+0,491(70) = 45,5.

4.3.10 Inferéncia

Para poder construir intervalos de confianca e realizar testes de hipbteses

relativos aos parametros e previsdes, precisamos estabelecer uma base proba-
i bilistica para o modelo.

Essa base probabilistica € estabelecida por meio das seguintes suposi¢oes

| bésicas:

1. Os erros ¢, séo variaveis aleatorias;



2.0Os erros tém valor esperado igual a zero, E[g;] = 0;
3. Os erros tém variancia constante, Varlg;] = 6%
4. Os erros sao nao correlacionados, cor(ei, sj) =0, parai#j;

5. Os erros tém distribuigdo normal.

A partir dessa base, podemos deduzir os resultados

Como o parametro 62 nao € conhecido e deve ser substituido por seu es-
timador S_?, a distribuicéo a ser utilizada € a t de Student com (n— 2) graus de
liberdade.

Assim, os intervalos de confianga com nivel de confianga (1- o) para B, e
B, séo

respectivamente.

Para a previsdo de novas observacées, utilizamos

IC(y (x):1- ) = § (x) £ty (1-0/2)S, 1+%+n(x‘—i).
(3]

S

i=1



. Exemplo 4.24 Aplicando esses ICs aos dados do Exemplo 4.23, temos que
o intervalo de confianga para o intercepto 3, para o.= 0,05, &

65736
15(65736 - 15(65,7)°)

IC(Bo;1-0t) =11,02+ (2,16)(4,67)\/

IC(Bo; 1 &) =11,02+(2,16)(9,83) =11,02+ 21,24

e o intervalo de confianga para a inclinacéo da reta 3, &

1
65736 -15(65,7)°

IC(By;1-0) = 0,49+ (2,16)(4, 67)\/

L IC(By;1- ) =0,49£0,32.

O valor predito para uma nova observacao com x = 60 é

. §(60)=40,6

e o intervalo de confian¢a associado é

~65,7)
| IC(y(60);0,95)=40,6 +(2,16)(4,67), [1+ 1, (60 )
15 65736-15(65,7)

2
IC(y(x); 1~ o) = 40,6 +10,58.

Para verificar se o intercepto deve ou nao ser mantido no modelo, podemos

testar a hipotese H,: B, = 0 versus H,: B # 0. Para isso, utilizamos a estatistica
i de teste

. n[ixf—nizj
t(BO)ZBO_BO = ,

n
o
i=1

que segue a distribuicdo t de Student com (n- 2) graus de liberdade.



Para verificar se a variavel explicativa deve permanecer no modelo, testamos
a hipotese H_: B, = 0 versus H,: B, # 0. Para isso, a estatistica utilizada e

t(fx):% {Exf -nx? |

gue segue a distribuicdo t de Student com (n— 2) graus de liberdade.

Exemplo 4.25 Utilizando os dados do Exemplo 4.23, podemos testar a
hipétese H,: B,= 0 versus H,: B,# 0 usando a estatistica t(f,),

A _+ [15(65736-15(65,7)
1106 o\/ ( ( ))=1,125,

t(Bo) - (4,67) 65736

gue segue a distribuicdo t de Student com 13 graus de liberdade, tendo, por-
tanto, como regido critica |t([A30)| >2,16. Assim sendo, ndo rejeitamos H,. Nesse
caso, os dados ndo mostram evidéncia suficiente para afirmar que o intercepto
é diferente de zero. Dessa forma, uma alternativa seria a exclusao do intercepto do
modelo, o que resultaria em uma reta passando pela origem, y = . x. Muitos analis-
tas preferem manter o intercepto no modelo mesmo este ndo sendo significativa-
mente diferente de zero, reservando a exclusdo somente para 0s casos em que
h& razdes estruturais para a exclusao.

Para esclarecer o que seriam razdes estruturais, lancamos méao de um
exemplo. Considere o caso em que modelamos preco de imoveis em funcao da
area de terrenos. Caso 0 modelo linear seja adequado, é natural que a reta pas-
se pela origem, ja que um terreno de area zero deve ter custo zero.

Também podemos testar a hipétese H: B, = 0 versus H,: B, # 0 usando a
estatistica t(B,),

A\ 0,492-0

t(B,) = W\/65736— 15(65,7)> = 3,313,

em que t(f,)~t,,. A regido critica é |t(B1)| > 2,16, e, portanto, rejeitamos H,. Ao
rejeitarmos H,, estamos dizendo que a variavel explicativa, x nesse caso, con-
tribui significativamente para explicar a resposta y. Caso ndo a tivéssemos rejei-
tado, significaria que os dados disponiveis ndo teriam evidéncia suficiente para



afirmar que a contribui¢cao de x é significativa na explicacao de y e, portanto, esta
poderia ser excluida do modelo.

4.3.11 Avaliagao do modelo

: Uma forma de avaliar o modelo é decompondo a soma de quadrados da
i variavel resposta.

Considere inicialmente o modelo mais simples para explicar a variavel res-
posta, a média. A soma dos erros ao quadrado para esse modelo é o que cha-
i mamos de Soma de Quadrados Total, ou SQTot, e é expressa por

SQTot = Z(yi —37)2_
i=1

: Considere agora o modelo linear simples. O erro de previsdo do modelo
ajustado para a i-ésima observacdo, ao qual chamamos residuo, é dado por
e, =y, - Y, sendo que Y; é o valor predito para a i-ésima observacgéo e ¢é definido
como y, = [30 + [31xi. Uma medida da qualidade de ajuste do modelo é a Soma dos
Quadrados dos Residuos, ou SQRes, que é expressa por

n

SQRes =Y (y, 9.7

i=1

. Em ambos os casos, SQTot e SQRes, quanto maior a soma de quadrados,
pior o ajuste do modelo e vice-versa.

: Um aspecto sobre essas somas é que SQTot é sempre maior que SQRes.
A justificativa para essa diferenca € que, dispondo da variavel explicativa, o mo-
delo linear sempre se ajusta melhor aos dados. Atribuimos a diferenca entre
essa soma de quadrados ao ajuste da reta, ou a regresséao, e a chamamos de
Soma de Quadrados de Regressdo, ou SQReg, e calculamos como em

| SQReg = SQTot - SQRes.

: Essas somas de quadrados podem ser organizadas na forma de uma ta-
bela, que chamamaos tabela de Analise de Variancias ou de forma abreviada de
“Tabela ANOVA”, termo que vem do inglés ANalysis Of VAriance. A tabela ANOVA
para o modelo linear simples é mostrada na Tabela 4.2.



Tabela 4.2 Tabela ANOVA para modelo linear simples.

Fontes de Graus de Somas de Quadrados | Estatisti- | Pr(>F)
variacao liberdade guadrados médios caF

Regresséo 1 SQReg QMReg F Valor-p
Residuos n-2 SQRes QMRes

Total n-1 SQTot

A tabela ANOVA é organizada de forma que, na primeira coluna, estéo lis-
tadas as fontes de variacdo, que sdo Regressao, Residuos e Total; ha segunda,
os graus de liberdade relativos a cada fonte, que séo 1, n— 2 e n — 1, respectiva-
mente; na terceira coluna, estdo as somas de quadrados; na quarta coluna, es-
téo os quadrados médios, que sao as somas de quadrados divididas pelos graus
de liberdade correspondentes, QMReg = SQReg e QMRes = SQRes/(n— 2); na
guinta coluna, esta a estatistica de teste, F = QMReg/QMRes, que segue a dis-
tribuicdo F com 1 e n — 2 graus de liberdade, ou F ~F,

1
segue o “valor-p” da estatistica F com relagéo a distribuicdo correspondente.

.o, € na ultima coluna,

O quadrado médio de residuos, também denotado por S_?, € o estimador
de o2

A hipétese sendo testada pela estatistica F da tabela ANOVA mostrada an-
teriormente € H_: B, = 0 versus H.: 3, # 0, que equivale ao teste t de Student para

a estatistica t(Bl), também mostrado anteriormente. Essa coincidéncia somente

ocorre porque temos apenas uma variavel explicativa. Em casos de regressao
mdltipla — que estédo fora do escopo deste livro, mas que estdo disponiveis ha
bibliografia —, essa coincidéncia ndo ocorre.

Um subproduto da tabela ANOVA é o coeficiente de determinagéo, denota-
do e popularmente conhecido como R2. Ele é definido como

R? — SQReg
SQTot

O R? é um numero entre zero e um, 0 < R? < 1, que indica a qualidade do
ajuste. Em geral, quanto maior o seu valor, melhor o0 modelo se ajusta aos dados.
Este pode ser interpretado como sendo a proporcao da variabilidade da Variavel
Resposta explicada pela Variavel Explicativa.

No caso do modelo linear simples, R?= 1 indica que todos 0s pontos estédo
sobre a reta ajustada. Nao € incomum o R? surgir multiplicado por 100 e expresso
em porcentagens.

Exemplo 4.26 Aplicando as definicGes para a tabela ANOVA aos dados do
Exemplo 4.23, obtemos a Tabela 4.3.



Tabela 4.3 Tabela ANOVA para Modelo Ajustado.

Fonte de Graus de Somas de Quadrados Estatistica | Pr(>F)
variacao liberdade quadrados médios F

Regressao 1 223,9 2239 10,3 0,007
Residuos 13 283,7 21,8

Total 14 507,6

O coeficiente de determinacao para os dados do exemplo é

2 _ SQReg _223,9

§443%.

SQTot

507,6

=0,443,

Como podemos observar na tabela ANOVA, o p-valor é 0,007. Nesse caso,

i rejeitamos a hipotese de que a variavel explicativa seja néo significativa para
qualquer o > 0,007. Portanto, para o valor usual o = 0,05, rejeitamos H; e con-
cluimos pela permanéncia da variavel explicativa no modelo.

0 que indica que a propor¢do da variabilidade de y explicada por x é 0,443, ou

A sequéncia de instrucbes mostradas no quadro a seguir ilustra como
ajustar um modelo linear simples no R. Os dados utilizados sdo os mesmos do

Exemplo 4.23 trabalhado anteriormente.



#
# Registro dos dados
x=c(59,57,76,68,53,77,58,72,63,57,77,67,60,72,70)

y=c(38,38,40,50,39,55,38,50,42,44,53,44,38,45,37)

#

# Ajuste do modelo

ml=1m(y~x)

#

# Saida dos coeficientes ajustados

summary (ml)
#
# Célculo da tabela ANOVA

anova (ml)

#
# Grafico dos dados com reta ajustada
plot (x,v)

abline (ml$Scoef)

title (“Exemplo de Regressédo Linear Simples”)

Note que as duas primeiras instru¢des guardam os dados nas variaveis x
ey, respectivamente. A instrucao seguinte, 1m (. ), ajusta o modelo e guarda os
resultados em m1. A instru¢cdo summary (.) apresenta um resumo dos parame-
tros estimados e a instrucdo anova (.) calcula os dados para a tabela ANOVA.
Ainstrucdo plot (.) constroi o diagrama de disperséo, abline (.) acrescenta
ao diagrama a reta ajustada e title (.) acrescenta o titulo ao gréfico.

Experimente essas instru¢cdes no R e compare com os resultados apre-
sentados acima. As pequenas diferencas que possam surgir eventualmente sao
devidas a diferencas de arredondamento.

4.3.12 Coeficiente de correlacado linear

O coeficiente de correlagao linear entre x e y ou simplesmente a correlacao
entre X e y mede a associacao entre as variaveis x e y. Ele é definido como




i Xiy; — nXy
- =

R

e pode assumir valores entre -1 e 1, -1 <r_ < 1. Valores proximos de 1 ou -1
i indicam forte associacdo entre as variaveis; ja valores proximos de zero indicam
associacao fraca. Valores positivos indicam associacdo positiva ou direta, ou
seja, a medida que x aumenta y também aumenta e vice-versa; valores negati-
vos indicam, por sua vez, uma associa¢ao negativa ou inversa, ou seja, a medi-
da que x aumenta y diminui e vice-versa.

Exemplo 4.27 O coeficiente de correlacdo entre x e y para os dados do

Exemplo 4.23 é

i Xiy; —NXy
_ =

B e

~ 43247 - (15)(65.73)(43.40) 0,66

_\/(65736—(15)(65.73)2)(28761—(15)(43.40)2)

0 gue indica uma associacao positiva ndo muito forte.

No R, a instrugéo para calcular o coeficiente de correlagéo linear entre

duas variaveis x e y € mostrada no quadro a seguir.

#

# Calculo do coeficiente de correlagdo entre x e vy
cor (x,V)

#

4.3.13 Analise de residuos

Toda a inferéncia utilizada para validar o modelo, intervalos de confianca e

testes de hipoteses é baseada nas suposi¢cées basicas apresentadas anterior-

mente e também na suposi¢cao de validade do modelo linear.



Todas essas suposicdes devem ser verificadas. Isso € feito por meio da ana-
lise de residuos, tanto via medidas de diagndstico como via gréficos de residuos.

4.3.13.1 Gréaficos de residuos

Apresentamos, a seguir, dois tipos de gréaficos de residuos: o de valores

preditos versus residuos e o probabilistico normal.

4.3.13.1.1 Grafico de valores preditos versus residuos

O gréfico de valores preditos versus residuos € utilizado para verificar a su-
posicdo de variancia constante e a adequabilidade do modelo linear. A Figura 4.7

ilustra algumas possibilidades para esse tipo de grafico.
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Figura 4.7 Possiveis configuragdes do gréfico valores preditos versus residuos.



Observando a Figura 4.7, temos, no gréafico A, a situacao esperada quan-
do as suposi¢cBes basicas sado todas atendidas. Nesse tipo de gréafico, esperamos
pontos concentrados em torno de zero e reduzindo a densidade a medida que a
distancia de zero aumenta. Também esperamos pontos igualmente espalhados, in-
dependente do valor predito, esperamos ainda que néo haja tendéncias no gréfico.

No grafico B, observamos que a variabilidade dos residuos aumenta a medi-
da que o valor predito aumenta, contrariando a suposicdo de variancia constante.
No gréfico C, a variancia decresce a medida que o valor predito cresce, também
contrariando a suposicdo de variancia constante. No grafico D, notamos uma ten-
déncia em forma de parabola, ou “U”, contrariando o préprio modelo linear.

Para calcular no R os diagnosticos apresentados anteriormente, utilize as
instrucdes mostradas no quadro a seguir. Note que, para funcionar, as instru-
¢Oes do quadro anterior devem ter sido executadas recentemente.

#

# Grafico de valores preditos versus residuos

plot (ml$fit,ml$res,xlab='valor predito’,ylab=’"residuo’)
title (‘Grafico de Residuos’)

#

4.3.13.1.2 Gréfico de probabilidade normal

Uma suposicao importante € a de normalidade dos erros. Como nédo dispo-
mos dos erros, ja que estes dependem dos parametros, utilizamos os seus valo-
res estimados, os residuos. Para verificar a normalidade dos residuos, usamos
o grafico de probabilidade normal, também chamado de grafico probabilistico
normal, mostrado na Figura 4.8.



Grafico probabilistico normal

Quantis amostrais

Quantis tedricos

Figura 4.8 Gréfico probabilistico normal.

No caso dos residuos terem distribuicdo normal, os pontos no grafico devem
aparecer proximos da linha reta. Caso isso ndo ocorra, a suposicao de normalidade
deve ser questionada, e uma analise mais detalhada deve ser conduzida.

Exemplo 4.28 Aplicando o grafico de probabilidade normal aos residuos
do ajuste do modelo linear aos dados do Exemplo 4.23, obtemos o grafico da
Figura 4.9.
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Figura 4.9 Grafico probabilistico normal para residuos do Exemplo 4.23.
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Como podemos observar, a maioria dos pontos tem uma boa aderéncia

i alinha reta. A excecdo sdo os pontos no canto inferior esquerdo. Esses pontos
i merecem uma andlise mais cuidadosa.

O gréafico de probabilidade normal para os dados do Exemplo 4.23 pode ser
gerado utilizando as instrucfes do quadro a seguir.

#
# Grafico probabilistico normal para residuos do modelo
ggnorm (mlSres, xlab='Quantis tedricos’, ylab='Quantis

amostrais’,main=’'Grafico probabilistico normal’)
ggline (ml$res)

#

. 4.3.14 Medidas de diagndsticos

Apresentamos, a seguir, o residuo padronizado e o residuo estudentizado.

. 4.3.14.1 Residuo padronizado

O residuo padronizado é definido como

s _Yic¥i_e
I Se Se

4.3.14.2 Residuo estudentizado

O residuo estudentizado é definido como

(x %)

n

Y
xZ —nx?
i=1



Ambos os residuos seguem a distribuicdo t de Student, portanto valores
acima de 2 alertam o analista para possiveis problemas com as observacfes
correspondentes.

A diferenca entre residuos padronizados e estudentizados € que, nos estu-

dentizados, r,, a i-ésima observagéo é excluida da estimacé&o do i-ésimo residuo. |
Isto é interessante na medida que evita que uma observacéo influencie no cél-

culo de seu préprio diagnostico.

Exemplo 4.29 Calculando esses diagnosticos para os dados do Exemplo
4.23, obtemos o resultado mostrado na Tabela 4.4.

Tabela 4.4 Diagnosticos.

i 7 e Z r
1 40.083 | —2.083 | -0.474 | -0.460
2 39.098 | -1.098 | —0.255 | —0.246
3 48.457 | -8.457 | —2.000 | €2.310)
4 | 44516 | 5484 | 1219 | 1244
5 37.128 | 1.872 | 0460 | 0.446
6 48950 | 6.050 | 1452 | 1524
7 39.591 | -1.591 | —0.365 | —0.353
8 46.487 | 3513 | 0797 | 0.785
9 42.054 | -0.054 | -0.012 | -0.011
10 | 39.008 | 4902 | 1138 | 1.152
11 [ 48950 | 4.050 | 0972 | 0.970
12 | 44.024 | -0.024 | —0.005 | —0.005
13 | 40576 | —2.576 | —0.582 | —0.567
14 | 46.487 | -1.487 | —0.337 | —0.325
15 | 45502 | -8.502 | -1.904 | £2.154)

Como podemos observar na Tabela 4.4, enquanto os residuos padronizados
ndo detectaram observagfes suspeitas, a observagéo 3 esta exatamente sobre
o limite, 2.0, mas nao o ultrapassa. Os residuos estudentizados detectaram duas
observacdes suspeitas, a 3 e a 15, justamente as circuladas na Tabela.

Essas observacdes devem passar por uma investigacdo mais detalhada,
com a verificagdo de possiveis erros de coleta da informagéo, tais como digita-
¢éo ou conducdo da leitura desses dados. Caso sejam detectados erros, estes
deveréo ser corrigidos, se isso for possivel, ou a observacao pode até mesmo ser
descartada. Caso nédo sejam detectados erros, a observacéo deve ser mantida.

Para calcular os valores da Tabela 4.4, no Exemplo 4.29, o R disp6e do
procedimento mostrado no quadro que segue.




#

# Célculo de residuos padronizados e estudentizados
Rpad=rstandard (ml)

Rstd=rstudent (ml)

D=round (cbind (m1$fit,mlSres, Rpad, Rstd), 3)

colnames (D)=c (‘y.chap’,’resid’, ' r.pad’,’'r.est’)

D

Nas instrucbes mostradas anteriormente, a primeira linha calcula os resi-
duos padronizados, a segunda calcula os residuos estudentizados, a terceira
linha junta as informacdes de interesse em uma Unica matriz, D, a quarta linha
da nomes as colunas da matriz D, e a quinta linha explicita o contetido de D.

4.3.15 Introducgao ao planejamento de experimentos

As técnicas de planejamento de experimentos tém aplicagdo muito ampla.
Sao exemplos: a agricultura, a industria e a pesquisa em geral. Uma area de par-

i ticular interesse no que se refere ao meio ambiente sdo os processos industriais.

As técnicas de planejamento de experimentos sdo muito Uteis para calibrar
processos produtivos e, assim, obter:

1. Melhor rendimento com reducBes em matéria-prima e energia por uni-
dade produzida;

2. Reducao da variabilidade e consequentemente melhor qualidade e aten-
dimento as especifica¢cdes do produto;

3. Reducéo nos tempos de desenvolvimento;
4. Reducéo de custos;

5. Reducao na producao de residuos.

Em processos industriais em geral, sdo muitas as variaveis controlaveis
gue podem ser utilizadas para atingir os objetivos citados anteriormente. Sao
exemplos: temperatura, presséo, velocidade, tipos de materiais utilizados, etc. A
essas variaveis controlaveis chamamos fatores.

Num experimento planejado, temos a variavel resposta, que é medida em

i todos os elementos analisados, e os fatores, que sdo objeto de verificacdo para

saber se sua influéncia sobre a resposta € significativa ou ndo. Cada fator tem dois



ou mais niveis, os quais denominamos tratamentos. A cada combinagdo de niveis

de diferentes fatores, temos um nimero de observacdes a que chamamos réplicas.

A aleatorizacéo é de fundamental importancia nos experimentos. Ela evita

que o efeito de variaveis néo controladas (perturbadoras) venha a comprometer

os resultados obtidos.

4.3.15.1 Experimento completamente aleatorizado com um fator

Um experimento é dito completamente aleatorizado quando cada unidade
amostral — unidade que gera uma observacao da resposta para posterior analise
— € atribuida sem restricbes aos tratamentos.

Exemplo 4.30 Uma linha de producéo de pecas plasticas tem como opc¢éo
dois tipos de materiais, A e B. O fabricante quer saber se ha diferenca entre os
materiais no que se refere a resisténcia da pega a quebra.

Como n&o existe suspeita de outra variavel interferindo na resisténcia da

peca, o tipo de material é a Unica variavel explicativa no modelo. Caso houvesse
suspeitas sobre outras variaveis, estas deveriam fazer parte do modelo.

Temos, portanto, apenas um fator — o material a ser usado na fabricagdo —

com dois niveis, A e B.

Como temos disponibilidade para 20 testes de resisténcia, serdo produzi-
das 10 pecas com material A e 10 com material B. Logo, temos 10 réplicas.

O préximo passo é definir a aleatorizacdo do experimento. Nesse caso,

atribuimos aleatoriamente — por sorteio — o tratamento — material A ou B — a

cada peca a ser produzida, ou seja, um experimento completamente aleatoriza-
do. A sequéncia do experimento pode ser observada na Tabela 4.5.

Tabela 4.5 Sequéncia de implementacéo dos experimentos.

Sequéncia| Material [Sequéncia| Material [Sequéncial Material |[Sequéncia| Material
1 B 6 A 11 A 16 B
2 A 7 A 12 B 17 A
3 B 8 A 13 B 18 A
4 A 9 B 14 A 19 B
5 B 10 B 15 A 20 B

A instrucdo sample (.)do R pode ser utilizada para fazer a alocacao ale-
atOria de tratamentos. O quadro a seguir mostra como fazé-la.



# Selecao de amostra para Experimento Completamente

# aleatorizado com um fator

# Determina o numero de niveis

niveis=2

#

# Determina o numero de réplicas
replica=10

#

# Seleciona a amostra

x=sample (rep(l:niveis, 10))
#
# Organiza saida

cbind(l: (niveis*replica), x)

#

Nesse ponto, temos, no exemplo anterior, 0 planejamento de um experi-
mento completamente aleatorizado, com um fator, dois niveis e 10 replicacdes.

O passo seguinte é a realizagdo do experimento propriamente dito, o que
da origem aos dados. Nao ha muito o que discutir neste ponto, ja que depende
muito dos aspectos técnicos de cada area, seja ela quimica, mecanica, elétrica,

farmacéutica, da saude etc. O que deve ser lembrado sempre é que os procedi-

mentos de implementacdo do experimento devem ser padronizados (homoge-
neizados), evitando a criagéo de variabilidade extra nos resultados.

Feito 0 experimento e obtidos os dados, passamos a discutir a analise dos
dados produzidos. Essa analise é chamada de analise de variancia ou ANOVA.

Os dados gerados por um experimento completamente aleatorizado com
um fator, com “a” niveis (linhas da tabela) e “n” réplicas (colunas da tabela), pode

ser apresentado como mostrado na Tabela 4.6. Como podemos observar, além

de listar os dados, a Tabela apresenta, nas duas ultimas colunas, o total e a média
para cada nivel (linha) do fator.



Tabela 4.6 Apresentacéo dos dados.

Tratamentos | Observacoes Totais | Médias
1 Y Ve Yin Y. Ya-
2 y21 y22 y2n yz. ya-
a Ya o Yo Yar Y. Ya.
y.. y

O modelo linear associado ao experimento pode ser descrito por
Yij=u+T+g;

emquei=1,2,..,aej=1,2,..,n;uéamédia global; t € o efeito do tratamento i; €
g, € 0 erro aleatdrio associado a observacéo j do tratamento i.

Nesse tipo de experimento, estamos interessados em testar hipéteses do tipo

Hyt,=1,=..=1,=0 versus H:1 #0,

para pelo menos um nivel do fator i, ou seja, queremos saber se existe efeito de
tratamento para pelo menos um nivel.

O teste é implementado em procedimento similar ao utilizado em regres-

sdo linear, mostrado anteriormente, sendo a componente regressao substituida

por tratamento. A tabela ANOVA correspondente é mostrada a seguir.

Tabela 4.7 Tabela ANOVA para experimento com um fator.

Fontes de Graus de Soma de Quadrados | Estatistica F | Pr(> F)
variacéo liberdade quadrados Médios

Tratamento a-1 SQTrat QMTrat F Valor-p
Erro ain-1) SQE QME

Total an-1 SQTot

Os elementos da tabela ANOVA séo definidos como segue:

SQTot = i znt(yij)2 —any?;

i=1 j=1

SQTrat=Y" (yio)2 —any?.
i=1




| SQE = SQTot - SQTrat;

QMTrat = SQTrat/(a—1)

QME =SQE/[a(n-1)].e

F = QMTrat/QME.

A estatistica F segue a distribuigdo F com (a—1) e [a(n-1)] graus de liber-

[a(n—l)]'
Exemplo 4.31 Adicionando os dados da Tabela 4.8 ao Exemplo 4.30, po-

dade, ou seja, F ~

i demos realizar a analise que segue.

F

(@)

Tabela 4.8 Dados sobre resisténcia a quebra para materiais A e B.

Tratamento\Obs. 1 /2|3 |4 |5|6|7]|8]| 9 |10| Soma |Médias
A 19 |18 | 15|17 (18 |28 |23 |22 |23 |23 | 206 20,6
B 16 |17 15|13 (15|20 |25 |25 |25 |24 195 19,5

. Uma abordagem inicial dos dados pode ser feita por meio de um box-plot duplo
com os tipos de materiais mostrados separadamente, como mostra a Figura 4.10.
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Figura 4.10 Box-plot para a resisténcia a quebra para materiais A e B.

. Obtemos os componentes da tabela ANOVA utilizando as expressdes pre-
i cedentes e mostramos na Tabela 4.9.



SQTot = ii(yij )2 —any? = 8393 - (2)(10)(20,05)" = 352,95;

i=1 j=1
SQTrat = in(io)2 —an? = 83213 —-(2)(10)(20,05)" = 281,25;
i=1

SQE=SQTot-SQTrat=352,95-28125=717;

QMTrat = SQTrat/(a - 1) = 281,25/1= 281, 25;

F = QMTrat/QME= 281,25/3,98 = 70,66.

Tabela 4.9 Tabela ANOVA para experimento com um fator.

Fontes de Graus de Soma de Quadrados | Estatistica F | Valor-p
variacao liberdade gquadrados médios

Tratamento 1 281,25 281,25 70,66 1,2E-7
Erro 18 71,7 3,98

Total 19 352,95

A Ultima coluna pode ser obtida de uma tabela da distribuicdo F1,18 ou

calculada no R pela instru¢éo 1-pf (70.66,1,18). O valor-p obtido € tdo pe-
gueno que utilizamos notacao cientifica para apresenta-lo. Nesse caso, o valor da

expressdo 1,2E -7 é12x107".

O valor-p corresponde a area sob a funcdo de densidade da distribui¢cdo
F... a partir de 70,66. Sua utilidade é nos indicar que testes de hipéteses, na

1,18

formaH;: 1, =1,=..=1 =0versus H : 1 # 0, para pelo menos um i, com nivel de :

significancia, o, maiores que seu valor seriam rejeitados. Como usamos o, = 0,05,

rejeitamos H, e, portanto, rejeitamos a hipétese de igualdade de resisténcia entre

0S materiais.

A concluséo apresentada pelo teste concorda com a informacéo visual do

box-plot apresentado na Figura 4.10, que mostra o limite inferior para o material
B acima do limite superior para o material A.

Nota: Embora as apresentacfes graficas sejam muito Uteis e nos permitam vi-
sualizar o que ocorre com os dados, como é o caso neste exemplo, conclusdes

nao devem ser baseadas em graficos e sim em procedimentos inferenciais, ou

seja, intervalos de confianca ou testes de hipéteses, entre os métodos tratados

neste texto.



O quadro a seguir mostra como realizar a analise dos dados do exemplo no
R. E importante que o leitor execute essas instrucdes no R e compare 0s resul-

tados obtidos com os dados no exemplo precedente.

#
# Registro dos dados no R

resistencia=c(19,18,15,17,18,28,23,22,23,23,16,17,15,13,15,20,2
5,25,25,24)

material=factor (rep(c(‘A’,’B’"),c(10,10)))
#

# Construcdo do box-plot apresentado na Figura 4.10
boxplot (resistencia~material)

#

# Calculo das médias

mean (resistencia[1:107])

mean (resistencia[l11:20])

#

# Calculo das Somas

sum (resistencia[1:10])

sum (resistencia[11:20])

#

# Ajuste do modelo linear
ml=1lm(y~material)

#

# Andlise de varidncia do modelo ajustado

anova (ml)

Nota: Observando a Tabela 4.9, notamos que, em todos 0s niveis, 0 nUmero
de observacdes é o mesmo, n. Por esse motivo, esse plano de experimentos é
chamado de balanceado. Se tivermos um namero diferente de observacées para
pelo menos um nivel do fator, diremos que o experimento esta desbalanceado.

O tratamento de experimentos desbalanceados, bem como outras estraté-
gias de planejamento de experimentos, esta fora dos objetivos deste material.



Recomendamos aos leitores interessados no assunto que recorram a literatura
especializada em planejamento de experimentos.

4.4 Consideracoes finais

Nesta Unidade, apresentamos 0s principais instrumentos da estatistica
frequentista, que séo o intervalo de confianca e o teste de hipétese. Também
apresentamos introducdes muito breves de métodos especificos, como amostra-
gem, regressao linear e planejamento de experimentos. Todos os tépicos foram
acompanhados das instrucdes para sua implementacéo no R.

4.5 Atividades de aplicacao, pratica e avaliacao

E altamente recomendavel que o leitor exercite a sua capacidade de expe-
rimentagdo com os métodos apresentados. Busque, no seu dia a dia, fontes de
dados que podem ser utilizadas para aplicar os métodos descritos anteriormen-
te. Procure aplica-las manualmente e utilizando o R.

4.5.1 Atividades individuais

Busque, no seu ambiente de trabalho, conjuntos de dados, aplique as técnicas
descritas aqui e veja quais informacgfes vocé consegue extrair desses dados.

4.5.2 Atividades coletivas

Troque ideias com seus colegas sobre os métodos que vocé aplicou aos
seus dados e verifigue se eles(as) utilizariam o0 mesmo método que vocé utilizou.

4.6 Estudos complementares

Recomendamos a leitura dos capitulos correspondentes a inferéncia esta-
tistica nos textos citados na lista de referéncias.

4.6.1 Saiba mais

Vocé pode ampliar os seus conhecimentos de inferéncia estatistica incluindo
novos métodos em seu repertério ou aprofundando seus conhecimentos dos mé-
todos ja tratados estudando as referéncias.
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Tabelas






APENDICE A: Tabela da Distribuicdo Normal

Z Z 2
®(z)=P(z<2z)= j@(z)dz:ijexp iz dz
- Jerl o
z

z 009 008 | 007 006 | -005  -004 _ 008 002 _ 00l  -000

39 0000033 0.000034 0.000036 0.000037 0.000039 0.000041 0.000042 0.000044 0.000046 0.000048
38 0000050 0.000052 0.000054 0.000057 0.000059 0.000062 0.000064 0.000067 ~0.000069 0.000072
37 0000075 0.000078 0.000082 0.000085 0.000088 0.000092 0.000096 0.000100 ~0.000104 0.000108
36 0000112 0.000117 0000121 0000126 0.000131 0.000136 0.000142 0.000147 ~0.000153 0.000159
35 0000165 0.000172 0.000178 0000185 0.000193 0.000200 0.000208 0.000216 0.000224 0.000233
34 0000242 0.000251 0.000260 0.000270 0.000280 0.000291 0.000302 0.000313 0.000325 0.000337
33 0000349 0.000362 0.000376 0.000390 0.000404 0.000419 0.000434 0.000450 0.000466 0.000483
32 0000501 0.000519 0.000538 0.000557 0.000577 0.000598 0.000619 0.000641 0.000664 0.000687
3.1 0000711 0.000736 0.000762 0.000789 0.000816 0.000845 0.000874 0.000904 0.000935 0.000968
30 0001001 0.001035 0001070 0001107 0.001144 0001183 0.001223 0.001264 0.001306 0.001350
2.9 0001395 0.001441 0001489 0001538 0.001589 0.001641 0.001695 0.001750 ~0.001807 0.001866
2.8 0001926 0.001988 0.002052 0002118 0.002186 0.002256 0.002327 0.002401 0.002477 0.002555
2.7 0002635 0.002718 0.002803 0.002890 0.002980 0.003072 0.003167 0.003264 0.003364 0.003467
2.6 0003573 0.003681 0.003793 0.003907 0.004025 0.004145 0.004269 0.004396 0.004527 0.004661
25 0004799 0.004940 0.005085 0.005234 0.005386 0.005543 0.005703 0.005868 0.006037 0.006210
2.4 0006387 0.006569 0.006756 0.006947 0.007143 0.007344 0.007549 0.007760 0.007976 0.008198
2.3 0008424 0.008656 0.008894 0009137 0.009387 0.009642 0.009903 0.010170 0.010444 0.010724
22 0011011 0011304 0011604 0011911 0012224 0012545 0.012874 0.013200 0.013553 0.013903
21 0014262 0014629 0.015003 0.015386 0.015778 0.016177 0.016586 0.017003 0.017429 0.017864
20 0018309 0018763 0019226 0019699 0.020182 0.020675 0.021178 0.021692 0.022216 0.022750
1.9 0023205 0023852 0024419 0024998 0.025588 0.026190 0.026803 0.027429 0.028067 0.028717
1.8 0020379 0.030054 0030742 0031443 0032157 0032884 0.033625 0.034380 0.035148 0.035930
1.7 0036727 0037538 0038364 0039204 0.040059 0.040930 0.041815 0.042716 0.043633 0.044565
1.6 0045514 0.046479 0.047460 0.048457 0.049471 0.050503 0.051551 0.052616 0.053699 0.054799
15 0055917 0.057053 0.058208 0.059380 0.060571 0.061780 0.063008 0.064255 0.065522 0.066807
1.4 0068112 0.060437 0070781 0072145 0073520 0.074934 0.076359 0.077804 0.079270 0.080757
1.3 0082264 0.083793 0085343 0086915 0.088508 0.090123 0.091759 0.093418 0.095098 0.096800
1.2 0098525 0.100273 0102042 003835 0.105650 0.107488 0.109349 0.111232 0.13139 0.115070
1.1 0417023 0.119000 0121000 0123024 0125072 0.127143 0.129238 0.131357 0.133500 0.135666
1.0 037857 0.140071 0142310 0.144572 0.146859 0.149170 0.151505 0.153864 0.156248 0.158655
0.9 0161087 0.163543 0.166023 0.168528 0.171056 0.173609 0176186 0.178786 0.181411 0.184060
0.8 086733 0.189430 0192150 0.194895 0.197663 0.200454 0.203269 0.206108 0.208970 0.211855
0.7 0214764 0217695 0220650 0.223627 0.226627 0.229650 0.232605 0.235762 0.238852 0.241964
0.6 0245097 0248252 0251420 0.254627 0.257846 0.261086 0.264347 0.267629 0270931 0.274253
0.5 0277505 0280957 0284339 0287740 0.291160 0.204509 0.208056 0.301532 0.305026 0.308538
0.4 0312067 0315614 0319178 0322758 0.326355 0.329969 0.333508 0.337243 0.340003 0.344578
0.3 0348268 0.351073 0355691 0359424 0.363169 0.366928 0.370700 0.374484 0378280 0.382089
0.2 0385908 0.389739 0393580 0397432 0401294 0405165 0.409046 0.412936 0.416834 0.420740
0.1 0424655 0.428576 0432505 0436441 0440382 0.444330 0.448283 0.452242 0456205 0.460172
0.0 | 0464144 0.468119 0472097 0476078 0.480061 0.484047 0.488034 0.492022 0496011 0.500000
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APENDICE B: Tabela da Distribuicdo t de Student

((V + 1)/2) (1+ tz/v)—(v+l)/2

—oo

tr
F(tv)= | T2

V\F(.) 0.9 0,95 0,975 0,99 0,995 0,9995
1 3.0777 6.3138 12.7062 31.8205 63.6567 636.6192
2 1.8856 2.9200 4.3027 6.9646 9.9248 31.5991
3 1.6377 2.3534 3.1824 4.5407 5.8409 12.9240
4 1.5332 2.1318 2.7764 3.7469 4.6041 8.6103
5 1.4759 2.0150 2.5706 3.3649 4.0321 6.8688
6 1.4398 1.9432 2.4469 3.1427 3.7074 5.9588
7 1.4149 1.8946 2.3646 2.9980 3.4995 5.4079
8 1.3968 1.8595 2.3060 2.8965 3.3554 5.0413
9 1.3830 1.8331 2.2622 2.8214 3.2498 4.7809
10 1.3722 1.8125 2.2281 2.7638 3.1693 4.5869
11 1.3634 1.7959 2.2010 2.7181 3.1058 4.4370
12 1.3562 1.7823 2.1788 2.6810 3.0545 4.3178
13 1.3502 1.7709 2.1604 2.6503 3.0123 4.2208
14 1.3450 1.7613 2.1448 2.6245 2.9768 4.1405
15 1.3406 1.7531 2.1314 2.6025 2.9467 4.0728
16 1.3368 1.7459 2.1199 2.5835 2.9208 4.0150
17 1.3334 1.7396 2.1098 2.5669 2.8982 3.9651
18 1.3304 1.7341 2.1009 2.5524 2.8784 3.9216
19 1.3277 1.7291 2.0930 2.5395 2.8609 3.8834
20 1.3253 1.7247 2.0860 2.5280 2.8453 3.8495
21 1.3232 1.7207 2.0796 2.5176 2.8314 3.8193
22 1.3212 1.7171 2.0739 2.5083 2.8188 3.7921
23 1.3195 1.7139 2.0687 2.4999 2.8073 3.7676
24 1.3178 1.7109 2.0639 2.4922 2.7969 3.7454
25 1.3163 1.7081 2.0595 2.4851 2.7874 3.7251
30 1.3104 1.6973 2.0423 2.4573 2.7500 3.6460
35 1.3062 1.6896 2.0301 2.4377 2.7238 3.59011
40 1.3031 1.6839 2.0211 2.4233 2.7045 3.5510
45 1.3006 1.6794 2.0141 24121 2.6896 3.5203
50 1.2987 1.6759 2.0086 2.4033 2.6778 3.4960
55 1.2971 1.6730 2.0040 2.3961 2.6682 3.4764
60 1.2958 1.6706 2.0003 2.3901 2.6603 3.4602

120 1.2886 1.6577 1.9799 2.3578 2.6174 3.3735

Nota: v € o numero de graus de liberdade (primeira coluna da tabela); F(.) cor-
responde a probabilidade acumulada (primeira linha da tabela); e no corpo da

tabela esta o valor de t.
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APENDICE C: Tabela da Distribuicdo Qui-Quadrado

o= J;\//z xV/21 e Y24y
y T(v/2)2
1-a
y
| gl | | 0990 0980 0.975 0.950 0.900 0.100 0.050 0.025 0.020 0.010
1 0.000 0.001 0.001 0.004 0.016 2706 3.841 5.024 5.412 6.635
2 0.020 0.040 0.051 0.103 0.211 4605 5991 7.378 7.824 9.210
3 0.115 0.185 0.216 0.352 0.584 6.251 7.815 9.348 9.837 11.345
4 0.297 0.429 0.484 0.711 1.064 7.779 9.488 11.143 11.668 13.277
5 0.554 0.752 0.831 1.145 1610 9.236 11.070 12.833 13.388 15.086
6 0.872 1.134 1.237 1.635 2.204 10.645 12592 14.449 15.033 16.812
7 1.239 1.564 1.690 2.167 2.833 12.017 14.067 16.013 16.622 18.475
8 1.646 2.032 2.180 2.733 3.490 13.362 15507 17.535 18.168 20.090
9 2.088 2532 2700 3.325 4168 14.684 16.919 19.023 19.679 21.666
10 2.558 3.059 3.247 3.940 4.865 15.987 18.307 20.483 21.161 23.209
11 3.053 3.609 3.816 4575 5,578 17.275 19.675 21.920 22.618 24.725
12 3571 4178 4.404 5.226 6.304 18549 21.026 23.337 24.054 26.217
13 4.107 4.765 5.009 5.892 7.042 19.812 22.362 24.736 25.472 27.688
14 4.660 5.368 5.629 6.571 7.790 21.064 23.685 26.119 26.873 29.141
15 5.229 5.985 6.262 7.261 8.547 22.307 24.996 27.488 28.259 30.578
16 5812 6.614 6.908 7.962 9.312 23542 26.296 28.845 29.633 32.000
17 6.408 7.255 7.564 8.672 10.085 24.769 27.587 30.191 30.995 33.409
18 7.015 7906 8.231 9.390 10.865 25.989 28.869 31.526 32.346 34.805
19 7.633 8.567 8.907 10.117 11.651 27.204 30.144 32.852 33.687 36.191
20 8.260 9.237 9,591 10.851 12.443 28.412 31.410 34.170 35.020 37.566
21 8.897 9.915 10.283 11.591 13.240 29.615 32.671 35.479 36.343 38.932
22 9.542 10.600 10.982 12.338 14.041 30.813 33.924 36.781 37.659 40.289
23 10.196 11.293 11.689 13.091 14.848 32.007 35.172 38.076 38.968 41.638
24 10.856 11.992 12.401 13.848 15.659 33.196 36.415 39.364 40.270 42.980
25 11.524 12.697 13.120 14.611 16.473 34.382 37.652 40.646 41.566 44.314
26 12.198 13.409 13.844 15.379 17.292 35.563 38.885 41.923 42.856 45.642
27 12.879 14.125 14573 16.151 18.114 36.741 40.113 43.195 44.140 46.963
28 13.565 14.847 15.308 16.928 18.939 37.916 41.337 44.461 45.419 48.278
29 14.256 15.574 16.047 17.708 19.768 39.087 42.557 45.722 46.693 49.588
30 14.953 16.306 16.791 18.493 20.599 40.256 43.773 46.979 47.962 50.892
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