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APRESENTAGAO

Este livro, destinado a professores que ensinam Matematica na Educacéo
Infantil e nos Anos Iniciais do Ensino Fundamental, procura mostrar essa area
do conhecimento a partir de alguns elementos que pensamos ser essenciais
para a formacao matematica desses profissionais e, consequentemente, para o
trabalho docente com os conteudos matematicos.

A primeira unidade busca caracterizar a Matematica como uma atividade hu-
mana em que o matematico procura nos objetos e fendbmenos da realidade desco-
brir padrées de regularidade justificados logicamente. Assim, interagindo com
problemas reais ou especulativos, 0 matematico tenta construir relagées em que
descreve, explica e prevé fatos e eventos da realidade.

A segunda unidade mostra a importancia do conhecimento matematico
para a insercao das pessoas no mundo atual e como esse conhecimento € im-
prescindivel para a construcéo da cidadania.

Ja a terceira unidade traz alguns comentarios sobre o processo de apren-
dizagem matematica. Independentemente de teorias psicolégicas, as criangas
chegam a escola com conhecimentos que precisam ser considerados pelos pro-
fessores, quer para aproveita-los quer para refuta-los.

Em seguida, iniciamos discussdes envolvendo os conteudos matemati-
cos. Comecando pela ideia de numero natural, o texto aponta que as criancas
utilizam os numeros em diversas atividades do dia a dia, mas isso nao sig-
nifica a sua compreensdo. O conceito de numero natural € um conhecimento
I6gico-matematico construido pela mente humana, e cabe aos professores de-
senvolver atividades que permitam que as criangas construam internamente
essa relagdo. Escrever ou contar oralmente sequéncias de numeros nao garan-
tem a compreensao da nogédo de numero natural no ambito da Matematica.

Para finalizar, a quarta unidade aborda o sistema de numeragao decimal,
que merece uma discussao mais ampla e profunda, sobretudo no que concerne
as suas propriedades, pois a nao compreensao delas pode comprometer seria-
mente a capacidade de calculo dos estudantes.

As operagbes fundamentais mereceram um duplo tratamento. Por meio
da ideia de estruturas aditivas e multiplicativas, os aspectos qualitativos dessas
operagoes foram abordados e elaborou-se uma proposta para que essas opera-
¢cOes fossem trabalhadas aos pares, ou seja, adicdo e subtracdo e multiplicacao
e divisao.

Articulando as ideias qualitativas aos algoritmos, estes foram explicitados
e justificados a partir de propriedades, especialmente aquelas relacionadas ao
nosso sistema de numeragao.
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Em seus aspectos metodoldgicos, os conteudos foram apresentados a par-
tir de elementos historicos e, assim, a resolucéo de situagdes-problema reais ou
especulativas sempre esteve presente na evolugdo do conhecimento matematico.
Nesse sentido, o entendimento da evolugdo da Matematica na perspectiva em
que trabalhamos pode ser um caminho promissor para uma Educagao Matema-
tica mais significativa para os nossos estudantes.



UNIDADE 1

A natureza do conhecimento matematico






1.1 Primeiras palavras

Nesta unidade propomos uma reflexdo sobre a natureza do conhecimen-
to matematico trazendo algumas concepcoes filosoficas que influenciam tanto a
pesquisa quanto o ensino da matematica ao longo dos tempos. Discutimos o fazer
do matematico e o fazer do educador matematico para que possamos, nessas
reflexdes, localizar o importante papel do professor que ensina matematica nos
anos iniciais do Ensino Fundamental.

1.2 Problematizando o tema

Qual a influéncia que filosofos e matematicos exerceram ou exercem na
compreensdo da natureza do conhecimento matematico? Por que em algumas
situacdes do trabalho docente com o conhecimento matematico ha sucesso e em
outras ocorre fracasso?

Ao longo desta unidade essas e outras questdes serdo analisadas e
discutidas.

1.3 Consideragdes iniciais

Toda didatica da matematica, mesmo que seja pouco coerente, fundamenta-se
em uma filosofia da matematica (THOM, 1986, p. 75).

A natureza do conhecimento matematico nem sempre foi um assunto
consensual entre fildsofos e matematicos.

Descartes, fildsofo e matematico francés, afirmava que a certeza do conhe-
cimento s6 pode vir da razao, pois € ela que nos fornece as verdades primeiras
a partir das quais € possivel obter todas as outras e construir assim a realidade.
O conhecimento matematico era assim concebido.

Em outra perspectiva, o filésofo David Hume dizia que tudo o que sabemos
tem origem na experiéncia, embora esta apenas nos mostra como as coisas
acontecem e nao que é impossivel que acontecam de outra maneira. Por exem-
plo, os sentidos nos mostram que o Sol nasceu hoje e nos outros dias anterio-
res, mas nao podemos concluir que nascera amanha. E isso também vale para a
Matematica.

E na filosofia de Kant que verificamos uma posig&o intermediaria. Esse fildso-
fo apresenta uma critica tanto ao racionalismo quanto ao empirismo, defendendo



que a ciéncia nao pode ser constituida por juizos analiticos (juizos verdadeiros
em virtude de sua forma), como queria Descartes e, por outro lado, a ciéncia
também nao pode ser constituida por juizos sintéticos (juizos fundamentados na
experiéncia), como queria Hume.

Em Kant, o conhecimento € uma elaboragao do sujeito. A intuicdo empi-
rica (conhecimento imediato, sem intermediario, que pode ter origem na expe-
riéncia ou ser a priori) nos permite apreender o objeto, representa-lo, mas é o
entendimento que pensa esse objeto e é dele que provém os conceitos. Assim,
em Kant, todo conhecimento parte da experiéncia, mas o conhecimento deve se
tornar independente da experiéncia, pois a ciéncia deve ser universal e necessa-
ria. Encontramos em Kant uma tentativa de se considerar tanto o aspecto légico
(raz&o) quanto o intuitivo (experiéncia) no que se refere a constituicdo do conhe-
cimento, incluindo o conhecimento matematico.

No final do século XIX e inicio do século XX, trés correntes filosdficas da
Matematica — logicismo, intuicionismo e formalismo — pretenderam fundamentar
a natureza da ciéncia Matematica. O logicismo se caracterizava pelo propdsito
de reduzir a Matematica a Ldogica (que trata dos argumentos, isto é, das con-
clusbes a que chegamos por meio da apresentacdo de evidéncias que as sus-
tentam). O intuicionismo afirmava que a Matematica em sua formagéo abstrata
é considerada puramente intuitiva. Ja o formalismo uniu o método logicista ao
método axiomatico (escolha de axiomas ou postulados como verdades e, a par-
tir deles, dedugéao de teoremas que podem ser demonstrados), como uma forma
de garantir a consisténcia nas investigagcdes em Matematica. Axioma € uma ver-
dade evidente enquanto um postulado é uma verdade dada pela experiéncia.

Entretanto, alguns paradoxos na teoria dos conjuntos (em uma cidade existe
um barbeiro que sé faz a barba dos homens que nao se barbeiam; entao, quem
faz a barba do barbeiro?); interpretacdes diferentes do que € a intuicao; e con-

jecturas matematicas que nao sao nem provadas e nem refutadas, por exemplo,

a conjectura de Goldbach (todo nimero par maior ou igual a 4 é a soma de dois
numeros primos) fizeram com que tais correntes falhassem em seus propositos
e a natureza do conhecimento matematico voltou a ser questionada.

Assim, outros autores procuraram analisar a Matematica nao em termos
de seus fundamentos, mas como ela é, ou seja, considerando-a como parte da
criacdo humana e, como tal, sujeita a erros e correcoes.

Lakatos (1978), a partir da histéria da Matematica, considera que essa
ciéncia nao é diferente das ciéncias naturais, nas quais o conhecimento é
a posteriori e falivel. Sob seu ponto de vista, a Matematica é quase empirica.
Uma teoria desse tipo concebe a ciéncia como falivel (possivel de falha), sendo
suas afirmagdes basicas um conjunto especial de teoremas (sentengas de ob-



servacgdes ou resultados experimentais e suas regras de inferéncias) que podem
ser formulados sem muita precisao.

Para Davis & Hersh (1985), a Matematica ndo pode ser concebida como
ciéncia apoiada em verdades absolutas, pois nossa experiéncia real com ela
apresenta diversas incertezas. Sobre esse ponto, Davis & Hersh afirmam que a
possibilidade de corrigir erros nas teorias matematicas €, exatamente, dada em
confronto com a experiéncia.

Thom (1986) defende que o conhecimento matematico ndo é absoluto
afirmando que as formas matematicas, de fato, possuem uma existéncia que é
independente da mente que as considera e diferente da existéncia concreta no
mundo externo, mas, ainda assim, tal existéncia, sutil e profundamente, relacio-
na-se a esse mundo.

Assim, para os matematicos Lakatos (1978), Davis & Hersh (1985) e Thom
(1986), a Matematica deixa de ser vista como uma ciéncia que repousa sobre
verdades absolutas e passa a ser concebida como um conhecimento falivel,
corrigivel, parcial e incompleto. A Matematica muda: ndo € o que era, ndo sera o
que é, e evolui por acumulos e também por revolugdes; é levada por seus proble-
mas e as tentativas de resolvé-los, por suas crises, por seus fracassos e, ainda,
pelas necessidades da ciéncia e da tecnologia. Em outras palavras, esses auto-
res trazem uma concepgao dinamica e problematica da ciéncia matematica que
continuamente expande o seu campo de criag&o e invengao, nos quais padrées
sao gerados e aprimorados. A Matematica ndo € um produto acabado, pois seus
resultados estdo sempre sob revisdes.

Enfim, podemos dizer que essas correntes filosoficas buscam explicar o
conhecimento matematico reconhecendo aspectos essenciais em sua consti-
tuicao, quais sejam: a légica, a intuicao, a formalizacdo, a experimentacao, a
falibilidade, a histéria, a cultura, bem como as revolugdes cientificas.

Assim sendo, se devemos ver a Matematica tal como ela é, podemos
inferir que esses aspectos, entre outros, sdo essenciais na constituicdo do co-
nhecimento matematico, devendo caminhar juntos nas discussoes filosdficas.
Uma proposta para ensinar Matematica, com certeza, teria maior possibilidade
de sucesso se essa ciéncia fosse concebida dessa maneira.



1.4 Afinal, o que faz um matematico?

Em nosso dia a dia, em boa parte das profissdes, é facil identificar as fun-
cOes e os afazeres dos profissionais. Assim, sabemos o que faz um engenheiro,
um meédico ou um advogado. No entanto, se perguntarmos o que faz um mate-
matico, a resposta nao parece tao facil. Mas, enfim, o que faz um matematico?

Vamos ilustrar a especificidade da Matematica com um problema bastante
simples discutido por Diniz (1991): distribuir os numeros de 1 a 6, sem repeticéo,
nos circulos da figura, de maneira que a soma dos numeros de cada lado seja 10.

@ O
@00

Figura 1 Tridangulo formado por circulos.
Em um primeiro momento, as pessoas procuram a solugdo por meio de

tentativas e erros, escrevendo aleatoriamente nimeros de 1 a 6 nos circulos da

figura. Quando ndo conseguem a soma 10 nos trés lados da figura, apagam e

tentam novamente. Algumas pessoas escrevem os numeros de 1 a 6 em papéis
e procuram distribui-los, até obter a soma 10 em todos os lados.

Embora a técnica de tentativa e erro seja valida para se encontrar a solu-
¢ado de um problema, ndo podemos depender sempre dela. Imagine uma figura
em que temos que distribuir uma quantidade maior de numeros. Essa técnica,
nesse caso, pode se mostrar dificil e demorada.

O que fazer?

A natureza especifica da Matematica pode nos ajudar. Assim, na desco-
berta de padrdes justificados logicamente podemos resolver de maneira rapida
0 problema.

Vamos distribuir os nimeros de 1 a 6 nos circulos, chamando-os de: a, b,
c de,f



Figura 2 Tridngulo formado por circulos preenchidos com letras.

Pelos dados do problema, temos que:
(@a+b+c)+(c+d+e)+(e+f+a)=30

Ou seja, a soma dos trés lados da figura.

Reescrevendo essa equacéao, obtemos:
a+b+c+d+e+f+a+c+e=30

Comoa+b+c+d+f+esioos nimeros de 1 a 6, entdo essa adigdo da
como resultado o numero 21.

Assim, 21 +a+c+e=30¢, portanto,a+c+e=09.

Dessa forma, descobrimos um padrao para esse problema. Ao distribuirmos
0s numeros de 1 a 6, sem repeticao, nos circulos da figura e obtermos a soma 10,
a condigdo necessaria € que a soma dos numeros que estao nos vértices seja igual
ag.

Agora, vamos testar as somas iguais a 9 entre os numeros de 1 a 6 para
distribui-los nos vértices. Temos trés somas iguaisa 9:1,2e6;2,3e4;e 1,3
e 5.

Figura 3 Tridngulo formado por circulos preenchidos com letras € numeros: primeira
possibilidade.
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Figura 4 Triangulo formado por circulos preenchidos com letras e nimeros: segunda
possibilidade.

Figura 5 Triangulo formado por circulos preenchidos com letras e numeros: terceira
possibilidade.

Ao tentarmos completar os lados dos tridngulos, verificamos que as duas
primeiras solugdes, figuras 3 e 4, ndo atendem as condi¢des do problema, pois
0S numeros se repetem ou em um caso o numero € maior do que 6. Assim, ape-
nas a ultima solugao € a correta, qual seja:

Figura 6 Triangulo formado por circulos: uma possivel solugao do problema.

Outras solugdes diferem desta apenas na disposicdo dos nimeros 1,3 e 5
nos vértices e dos outros numeros nos lados.

A partir da descoberta de um padrao de regularidade para esse problema,
poderiamos discutir se existem solu¢des para somas maiores e menores que 10.
Se sim, qual é a menor e a maior soma?

Outros possiveis desdobramentos desse problema poderiam ser explora-
dos, possibilitando assim que os estudantes fagam matematica, o que é uma
condicao imprescindivel para o aprendizado desse conhecimento, a0 mesmo
tempo em que da sentido aos estudos da Matematica.



A partir desse exemplo do que faz um matematico é possivel dar uma de-
finicdo de Matematica ndo em termos filosdéficos, mas em termos do seu fazer.
Assim, podemos dizer que a Matematica € uma ciéncia de objetos que possuem
um padréo de regularidade e uma ordem logica.

1.5 Educacao Matematica: alguns aspectos

Nossas discussbes sobre a natureza do conhecimento matematico ndo
tém nenhuma pretensao de repercussdes no ambito da Filosofia da Matematica.
Nosso interesse é que tais discussdes tenham algum reflexo no &mbito da Edu-
cacao Matematica.

Steiner (1987) defende que posigdes filosoficas associadas a Matematica
tém influenciado significativamente ideias que dirigem e condicionam principios
em Educacao Matematica.

Miguel (1995), em uma analise nesta direcao, destaca que entre Pitagoras,
Platao, Euclides e Descartes ha um modo comum de se conceber a Matematica, a
saber, o formalismo filoséfico, sustentando que o conhecimento matematico esta or-
ganizado num sistema dedutivo que contém termos primitivos, definicdes, regras
de inferéncias, axiomas, postulados e teoremas. O autor observa que no final do
século XVIII surgiu um estilo de pratica educativa, denominado formalismo peda-
gogico, voltado para a énfase na quantidade de conhecimento a ser transmitido,
pela preocupacéo excessiva da exposigao, desligando o ensino de seu contexto
historico-social. Esse fato ocorreu porque os estilos de pratica educativa se filia-
vam ao modo pelo qual o formalismo filoséfico concebia a Matematica.

Fiorentini (1995), baseado na confluéncia de varios movimentos educacio-
nais que ocorreram no Brasil, aponta seis tendéncias em Educagdo Matemati-
ca. Sao elas: formalista classica, empirico-ativista, formalista moderna, tecnicista e
suas variagbes, construtivista e socioetnocultural. Dois elementos utilizados pelo
autor para essa classificagdo foram: a concepg¢ao de Matematica e a crenca de
como se processa a obtengao, a produgao e a descoberta do conhecimento ma-
tematico. Esses dois elementos estao vinculados a uma Filosofia da Matematica.
Assim, nesse estudo de Fiorentini (1995), é possivel relacionar as concep¢des de
conhecimento matematico, de ensino e de aprendizagem da Matematica a uma
Filosofia da Matematica subjacente a cada uma das tendéncias apontadas.

Dessa maneira, o didlogo entre a Filosofia da Matematica e a Educagéo Ma-
tematica poderia revelar-se proficuo e esclarecedor, pois verificamos que a Filosofia
da Matematica pode influenciar, se nao total, ao menos parcialmente, a forma-
¢ao e a pratica do professor.



1.6 Filosofia da Matematica e Educacao Matematica: algumas apro-
ximacoes

Estudos em Filosofia da Matematica parecem ser pertinentes nao ape-
nas para compreender aspectos da Educacdo Matematica, mas também para
dar sugestdes de rumos e mudangas a serem tomados. Com respeito a isso &
oportuna a observagao de Steiner (1987) de que a Educagdo Matematica e,
especialmente, o conhecimento matematico e a pratica dos professores deve-
riam ser, de um lado, guiados por uma Filosofia da Matematica adequada e, por
outro lado, libertados de confinamentos desnecessarios e inuteis.

Meneghetti (2006) citando Steiner (1987) ressalta que para a Educagao
Matematica devemos elaborar filosofias da Matematica que respeitem os seguin-
tes aspectos: diferentes formas e condicionantes do conhecimento matematico;
diferentes meios e modos de representagdes e atividades de tal conhecimento;
relacbes entre desenvolvimento objetivo e subjetivo do conhecimento; relacdes
do conhecimento matematico com outros conhecimentos; campos especiais e
aplicagdes; e dimensbes pessoais, sociais e politicas da Matematica.

Se a Matematica de hoje pode ser diferente da Matematica de amanha, en-
tao as possiveis metodologias de ensino devem ser revistas ou até outras deverao
ser propostas. A Educagao Matematica também é falivel, corrigivel e significativa.

Para o professor de Matematica, uma pergunta é essencial: como posso
ensinar melhor a Matematica? E, nesse sentido, o dominio dos conhecimentos
atuais sobre a natureza da Matematica, articulado com as ciéncias da educagao,
pode resultar em caminhos férteis para que essa area de conhecimento seja
apreendida pelos nossos estudantes de forma efetiva e com significado.

Seria extremamente importante que, na formacao inicial, os futuros professo-
res tivessem uma visdo e uma experiéncia mais realista do que se entende por
Matematica, assim como discussdes sobre questdes internas a prépria disciplina.

Ao invés de uma ciéncia precisa, perfeita e imutavel, o conhecimento mate-
matico, por meio de sua historia, deveria ser apresentado com seus momentos
de crises, impasses, duvidas, hesitagdes, descontinuidades, rupturas, conflitos
e seu constante dinamismo, que colocam seus fundamentos em permanente
discussao e revisao de diferentes naturezas.

Se partissemos do pressuposto que aspectos filosoficos da Matematica

i fundamentam ou dirigem as praticas educativas desse conhecimento, entio ne-

cessitariamos conhecé-los para validar ou refutar tais praticas.

Apresentar essa disciplina da maneira como ela é produzida pode ser um
caminho promissor para trabalhos diferenciados com a Educagdo Matematica,
visando que estes sejam eficientes e deem sentido para os nossos estudantes
em termos da apropriacao tanto de um corpo de conhecimento quanto de for-



mas de pensamento presentes na ciéncia matematica (e que sao essenciais
para a compreensao e atuagao no mundo).

Um exemplo de um trabalho docente diferenciado com a Matematica de-
veria possibilitar aos estudantes o fazer matematica, que significa construi-la,
produzi-la. Por meio de situag¢des-problema inteligentes ou desafiadoras, o estu-
dante formula perguntas, elabora hipoteses, exercita conjecturas, realiza expe-
rimentacdes e procura comprovagdes para encontrar a solugcao. Por fim, temos
a sistematizacao, conduzida pelo professor, em que os conceitos, 0s principios e
os procedimentos matematicos sao enunciados tal como s&o conhecidos pela
comunidade matematica.

Em resumo, boas propostas para a Educacao Matematica devem ter por re-
feréncia discussdes adequadas sobre a Filosofia da Matematica, pois um correto
conhecimento da natureza de uma ciéncia certamente traz contribui¢cbes positi-
vas para o seu processo de ensino e de aprendizagem.

Nessa perspectiva, sera possivel estabelecer uma comparacao entre a ati-
vidade do matematico (quando cria) e a atividade do estudante (quando aprende)
na aula de Matematica? Obviamente, devemos considerar que os conhecimen-
tos que o matematico possui, os processos que utiliza, o grau de especializagcao
que atinge, o tempo e o interesse que dedica a sua atividade sao incomparaveis
com os do estudante. Entretanto, a atividade de resolucédo de problemas pode
ser equivalente quanto a sua natureza.

1.7 Algumas conclusdes

Se nao existe uma pronta e acabada Filosofia da Matematica, isso deve
também ocorrer com a Educacdo Matematica. Ou seja, ndo existe uma unica
pratica educativa em relacdo a essa ciéncia. Existem varios caminhos para a
Educacdo Matematica e mesmo assim cada um deles estara sempre sendo
questionado, pois apresentam alcances e limites.

Ao explorarmos as mais diversas controvérsias em relagdo ao que é o
conhecimento matematico e as repercussdes para 0 seu ensino, acabamos por
questionar a tradigdo escolar de associar uma unica metodologia, assim como
uma unica racionalidade, a Matematica, fato que leva a concepc¢ao de que essa
ciéncia é detentora de verdades universais e necessarias, sendo, portanto, livre
de conflitos inerentes ao pluralismo de ideias e métodos.

Ao identificarmos as idas e vindas dos filésofos matematicos na tentati-
va de comprovar a universalidade e a necessidade dos objetos matematicos,
notamos que algo semelhante deve acontecer com os educadores na busca de
trabalhos diferenciados para o ensino do conhecimento matematico.



Essa constatacao de que em determinados momentos da histéria do conhe-
cimento matematico essa ciéncia esteve bem fundamentada para, logo em segui-
da, apresentar-se em crise, pode ser estendida ao dia a dia das salas de aula
de Matematica. Em algumas situagdes, o trabalho docente com o conhecimento
matematico pode ser pleno de sucesso e, em outras, temos a impressao de que
tudo esta perdido. Sera?

Pensamos que, assim como os matematicos criam seus modelos sem se
preocuparem com suas possiveis inconsisténcias ou até mesmo se terdo apli-
cacoes praticas, os educadores matematicos devem ensinar a Matematica — na
perspectiva de ela ser apreendida —, fazendo com que os estudantes a vivenciem
nos seus mais diversos aspectos. Em seguida, os matematicos — comportando-
se como filésofos ou ajudados por eles — devem analisar e discutir os aspectos
tedricos, abstratos ou formais, assim como a veracidade das teorias inventadas,
e os professores — comportando-se como pesquisadores ou ajudados por eles

i — devem avaliar os elementos de seu trabalho em termos do aprendizado, ou

nao, do conhecimento matematico. Tanto as experiéncias bem-sucedidas quanto
aquelas que apresentam problemas devem ser objetos de analise e reflexao.

Assim como a Matematica esta em constante mudanca, a tarefa do filésofo
da Matematica esta sempre incompleta. Nesse sentido, pensamos que a sala de
aula de Matematica também esta em constante mudanca, o que faz com que o
pesquisador em Educacao Matematica sempre tenha questbes para analisar e
discutir, no intuito de identificar alguns aspectos que poderiam ser generaliza-
dos, visando a um ensino adequado dessa ciéncia.

Por fim, vemos que tanto a Filosofia da Matematica quanto a Educacédo Ma-
tematica falam sobre a Matematica e o seu processo de ensino, em funcao dos
conhecimentos matematicos e das ciéncias da educacao existentes atualmente
e que podem ser outras, em um momento posterior. E essa capacidade de en-

frentar o novo ou as novas demandas que tanto a Filosofia quanto a Educacéao

Matematica devem ter como objeto de investigagéo, pois nem os matematicos
vao parar de criar Matematica, nem as salas de aula de Matematica vao deixar
de trazer novos e diferentes desafios.

1.8 Estudos complementares

O aprofundamento das questdes aqui debatidas podera ser feito a partir de
leituras complementares. Uma que sugerimos € o artigo, citado nas referéncias, de
Dario Fiorentini, o qual esta disponivel em: <http://www.fae.unicamp.br/zetetike>.



UNIDADE 2

A funcao da Matematica no Ensino

Fundamental






2.1 Primeiras palavras

Para os Parametros Curriculares Nacionais (PCN): matematica (BRASIL, 1997),
documento oficial que utilizaremos neste livro, o processo de ensino-aprendiza-
gem da Matematica, em muitas oportunidades, provoca duas sensagdes contra-
ditérias, tanto por parte de quem a ensina como por parte de quem a aprende: de
um lado, a constatacao de que se trata de uma area de conhecimento extrema-
mente importante; de outro, a insatisfagao diante dos resultados obtidos pelos
estudantes em relacéo a sua aprendizagem. Ampliando esse debate, aborda-
mos nesta unidade aspectos relativos a fungdo da Matematica no Ensino Funda-
mental e discutimos as principais caracteristicas do conhecimento matematico,
em especial aqueles para além dos necessarios para o dia a dia do estudante.
Destacamos ainda a funcado que a Matematica desempenha na formacéao basica
do cidadao e o papel do trabalho docente nessa area do conhecimento. Nossa
preocupacao centra-se na defesa de que os estudantes sejam matematicamen-
te educados, que compreendam os conteudos considerados essenciais ndo so
para o entendimento da Matematica escolar, mas também para a compreensao
de outras ciéncias, da propria vida diaria e do mundo do trabalho que, atualmen-
te, utiliza cada vez mais a Matematica.

2.2 Problematizando o tema

Qual a importancia da Matematica na construcdo da cidadania? A Ma-

tematica contribuiu na democratizagdo? A Matematica € uma ciéncia pronta,
acabada e exata? A Matematica € um amontoado de calculos e formulas que
devem ser decorados? O ensino de Matematica independe do contexto de quem
aprende? Para aprender matematica precisa ter “dom”?

Nesta unidade aprofundaremos tais questdes.

2.3 Introducao

Eu passei a acreditar que o ensino de matematica, assim como o ensino de

qualquer outro assunto nas escolas, é uma atividade “politica”. Este ensino aju-
da, de um lado, a criar atitudes e modelos intelectuais que, por sua vez, ajudardo
o estudante a crescer, desenvolver-se, ser critico, mais perspectivo e mais en-
volvido e, assim, tornar-se mais confiante e mais capaz de ir além das estruturas

existentes. De outro lado, esse mesmo ensino pode também produzir um

estudante passivo, rigido, timido e alienado. Parece néo existir nenhum ponto

neutro entre essas duas formas de ensinar (FASHEH, 1998, p. 26).



A constatacdo da importancia da Matematica apoia-se no fato de que o
dominio do conhecimento matematico, especialmente aquele relacionado a es-
colarizagao basica, desempenha um papel essencial em nossa vida diaria, tem
aplicagdes no mundo do trabalho e funciona como instrumento necessario para
a aquisicdo de conhecimentos em outras areas curriculares. Do mesmo modo,
interfere fortemente na formacéo de capacidades intelectuais, na estruturagao
do pensamento e na utilizacdo do raciocinio dedutivo pelo estudante.

O processo de ensinar e de aprender Matematica, no ensino fundamental,
esta ancorado por principios decorrentes de estudos, pesquisas, praticas e de-
bates desenvolvidos nos ultimos anos. Séo eles:

+ A Matematica € um componente importante na constru¢ao da cidadania,
na medida em que a sociedade se utiliza, cada vez mais, de conheci-
mentos cientificos e recursos tecnoldgicos, dos quais os cidadaos de-
vem se apropriar.

* A Matematica precisa estar ao alcance de todos e a democratizacdo do
seu ensino deve ser meta prioritaria do trabalho docente.

* A Matematica escolar nao é algo pronto e acabado, mas a reconstrugao
e a apropriacdo de um conhecimento pelo estudante, que se servira dele
para compreender, atuar e transformar sua realidade.

* No ensino da Matematica, destacam-se dois aspectos basicos: um con-
siste em relacionar observagdes do mundo real com representacoes (es-
quemas, diagramas, tabelas, figuras); outro consiste em relacionar essas
representagdes com conceitos, principios e procedimentos matematicos.
Nesse processo, a comunicagao tem grande importancia e deve ser esti-
mulada, levando o estudante a falar e a escrever sobre Matematica, a traba-
Ihar com representacdes graficas, desenhos, construgdes e a aprender
como organizar e tratar dados.

+ A aprendizagem em Matematica esta ligada a compreenséo, isto é, a
apreenséo do significado; apreender o significado de um objeto ou acon-
tecimento pressupde vé-lo em suas relagdes com outros objetos e aconte-
cimentos. Assim, o tratamento dos conteudos em compartimentos estan-
ques e numa rigida sucesséo deve dar lugar a uma abordagem em que
as conexdes sejam favorecidas e destacadas. O significado da Matemati-
ca para o estudante resulta das conexdes que ele estabelece entre ela e
as demais disciplinas, entre ela e seu dia a dia e das conexdes que ele
estabelece entre os diferentes temas matematicos.

* A selecdo e a organizacdo de conteudos ndao devem se fundamen-
tar apenas na logica interna da Matematica. Deve-se levar em conta sua



relevancia social e a contribuicdo para o desenvolvimento intelectual
do estudante. Trata-se de um processo permanente de reconstrugéo e
apropriagao.

* O conhecimento matematico deve ser apresentado aos estudantes como
historicamente construido e em permanente evolugao. O contexto histo-
rico possibilita ver a Matematica em sua pratica filoséfica, cientifica e
social e contribui para a compreensao do lugar que ela tem no mundo.

* Recursos didaticos como jogos, livros, videos, calculadoras, computadores
e outros materiais tém um papel importante no processo de ensino e
de aprendizagem. Contudo, eles precisam estar integrados a situacoes
que levem ao exercicio da analise e da reflexdo e, em ultima instancia, a
base da atividade matematica.

* A avaliagao € parte do processo de ensino e aprendizagem. Ela incide
sobre uma grande variedade de aspectos relativos ao desempenho dos
estudantes, como aquisicdo de conceitos, principios, dominio de proce-
dimentos e desenvolvimento de atitudes. Mas também devem ser avalia-
dos aspectos como selegcado e dimensionamento dos conteudos, praticas
pedagdgicas, condicdes em que se processa o trabalho escolar e as pro-
prias formas de avaliacao.

2.4 0 conhecimento matematico: principais caracteristicas

Rocha (2001) afirma que o curriculo de Matematica possui uma série de assun-
tos que ndo tém vinculo com a vida diaria dos estudantes. Isso pode trazer dificul-
dades para a compreensao pela auséncia de contextos que dariam significado
aos conteudos estudados. E claro que ndo devemos ensinar apenas aqueles co-
nhecimentos necessarios ao dia a dia do estudante, pois isso seria impedi-lo de ter
acesso a outros conhecimentos. Porém, é preciso partir da realidade do educan-
do, daquilo que tem significado para ele, para entao chegarmos a teoria e depois
retornarmos a pratica a fim de compreendé-la a partir de novos conhecimentos.

Os PCNs afirmam que, mesmo com um conhecimento superficial da Mate-
matica, é possivel reconhecer certos tracos que a caracterizam: abstragao, pre-
ciséo, rigor légico, carater irrefutavel de suas conclusdes, bem como o extenso
campo de suas aplicagoes. A abstracdo matematica revela-se no tratamento de
relacbes quantitativas e de formas espaciais, destacando-as das demais pro-
priedades dos objetos. A Matematica move-se quase que exclusivamente no
campo dos conceitos abstratos e de suas inter-relagcdes. Para demonstrar suas
afirmacgdes, o matematico emprega apenas raciocinios e calculos.



E certo que os matematicos também fazem constante uso de modelos e
analogias fisicas, recorrendo a exemplos bem concretos na descoberta de te-
oremas e de métodos. Mas os teoremas matematicos s&o rigorosamente de-
monstrados por um raciocinio logico.

Os resultados matematicos distinguem-se pela sua preciséo e os racioci-
nios desenvolvem-se num alto grau de detalhes, que os tornam incontestaveis
e convincentes.

Mas a vitalidade da Matematica, apesar de seu carater abstrato, se deve
também ao fato de seus conceitos e resultados terem origem no mundo real
e encontrarem muitas aplicagbes em outras ciéncias e em iniUmeros aspectos
praticos da vida diaria: na industria, no comércio e na area tecnoldgica, entre
outros. Por outro lado, ciéncias como a Fisica, a Quimica e a Astronomia tém na
Matematica uma ferramenta essencial.

Em outras areas do conhecimento, como na Sociologia, na Psicologia, na

i Antropologia, na Medicina e na Economia Politica, embora seu uso seja menor

que nas chamadas ciéncias exatas, ela também constitui um subsidio impor-
tante, em raz&o de conceitos, procedimentos, linguagem e atitudes que ajuda a
desenvolver.

N&o obstante as investiga¢cdes no campo da Matematica se situem ora dentro
do campo da chamada Matematica pura, ora dentro da chamada Matematica apli-
cada, elas se influenciam mutuamente. Dessa forma, descobertas dos chama-
dos “matematicos puros” revelam mais tarde um valor pratico inesperado, assim
como o estudo de propriedades matematicas em acontecimentos particulares
leva, muitas vezes, ao chamado conhecimento matematico tedrico.

Se as matematicas pura e aplicada ndo se contrapbem, também a caracte-
ristica de exatiddo ndo diminui a importancia de teorias como a das probabilida-
des, nem de procedimentos que envolvem a estimativa e a aproximacgéao.

7

O conhecimento matematico € o resultado de um processo em que a
imaginagao, os contraexemplos, as conjecturas, as criticas, os erros e os acertos
sdo parte. Mas tal resultado € apresentado de forma descontextualizada, atemporal
e geral, porque € preocupacao do matematico comunicar resultados e nao o proces-
so pelo qual os produziu. No entanto, muito provavelmente, o processo de producao
do conhecimento matematico interessa aos educadores matematicos.

A Matematica desenvolve-se, deste modo, mediante um processo interativo
entre muitos elementos contrastantes: o concreto e o abstrato, o particular e o
geral, o formal e o informal, o finito e o infinito, o discreto e o continuo. E curio-
so notar que tais interagdes encontram-se também no ambito do processo de
ensino-aprendizagem dessa disciplina.



2.5 A funcao da Matematica no Ensino Fundamental

Ainda para os PCNs, a Matematica comporta um amplo campo de rela-
¢des, regularidades e coeréncias que despertam a curiosidade e instigam a
capacidade de generalizar, projetar, prever e abstrair, favorecendo a estrutura-
¢ao do pensamento e o desenvolvimento do raciocinio logico. Faz parte da vida
de todas as pessoas nas experiéncias mais simples, como contar, comparar
e operar sobre quantidades, fazer calculos relativos a salarios, pagamentos e
consumo. Na organizacgao de atividades como a agricultura e a pecuaria, a Ma-
tematica se apresenta como um conhecimento de muita aplicabilidade.

Essa potencialidade do conhecimento matematico deve ser explorada, da
forma mais ampla possivel, no ensino fundamental.

2.6 A Matematica e a construcao da cidadania

A funcdo que a Matematica desempenha na formagao basica do cidadao
deve fundamentar o trabalho docente com essa area do conhecimento. Falar em
formacéo basica para a cidadania significa falar da inser¢ao das pessoas no mundo
do trabalho, das relagdes sociais e da cultura no &mbito da sociedade brasileira.

A diversidade sociocultural existente no Brasil, que da origem a diferentes
modos de vida, valores, crengas e conhecimentos, apresenta-se para a educa-
¢ao matematica como um desafio a ser considerado.

Os estudantes trazem para a escola conhecimentos, ideias e intui¢des que
sdo constituidos por meio de experiéncias que eles vivenciam em seu grupo.
Eles chegam a sala de aula com diferentes ferramentas basicas para, por exem-
plo, classificar, ordenar, quantificar e medir. Além disso, aprendem a atuar de
acordo com os recursos, as dependéncias e as restrigdes de seu meio.

Junto com esses esquemas de pensamentos e praticas, todo estudante
brasileiro faz parte de uma sociedade em que se fala a mesma lingua, se utiliza
0 mesmo sistema de numeragao, 0 mesmo sistema de medidas, 0 mesmo sis-
tema monetario e, além disso, se recebe informacdes veiculadas por meio de
midias abrangentes que utilizam linguagens e recursos graficos comuns, inde-
pendentemente das caracteristicas particulares dos grupos receptores.

Desse modo, um curriculo de Matematica deve procurar contribuir, de um lado,
para a valorizacao da pluralidade sociocultural, impedindo o processo de submissao
no confronto com outras culturas; de outro, criar condigdes para que o estudante
supere um modo de vida restrito a um determinado espaco social e se torne ativo
na transformacao de seu ambiente.



A compreensdo e a tomada de decisbes diante de questdes politicas e
sociais também dependem da leitura e da interpretacdo de informagdes com-
plexas, muitas vezes contraditorias, que incluem dados estatisticos e indices
divulgados pelos meios de comunicacdo. Ou seja, para exercer a cidadania, &
necessario saber calcular, medir, raciocinar, argumentar, tratar estatisticamente
informacdes, etc.

Para Severino (1994), o homem s6 é plenamente cidadao se puder efe-
tivamente usufruir dos bens materiais necessarios para a sustentacdo de sua
existéncia fisica, dos bens simbdlicos para sua existéncia subjetiva e dos bens
politicos para sua existéncia social. Para ele, a escola ndo pode garantir a cida-
dania porque nao se forma um cidadao, se é cidadao. Contudo, adverte o autor,
a escola pode fornecer os instrumentos que possibilitardo ao homem a luta por
uma sociedade cidada.

Cidadania tem tudo a ver com a capacidade de lidar com situagdes novas.
Lidamos com situagdes conhecidas e rotineiras a partir de regras que s&o me-
morizadas e obedecidas. Mas o grande desafio estd em tomar decisdes sobre
situagcbes imprevistas e inesperadas, que atualmente sao cada vez mais fre-
quentes. A tomada de decisdes exige criatividade e ética e a Matematica é um
instrumental importantissimo para a tomada de decisdes, pois ela apela para a
criatividade e, ao mesmo tempo, também fornece os instrumentos necessarios
para uma avaliagdo das consequéncias da decisdao escolhida. A esséncia do
comportamento ético resulta do conhecimento das consequéncias das decisdes
que tomamos.

Para tanto, o ensino de Matematica prestara sua contribuicdo a medida que

forem exploradas metodologias que priorizem a criacao de estratégias, a comprova-

¢ao, a justificativa, a argumentacao, o espirito critico, e favorecam a criatividade, o
trabalho colaborativo, a iniciativa pessoal e a autonomia advinda do desenvolvimento
da confianga na prépria capacidade de conhecer e enfrentar desafios.

O ensino da Matematica deve desenvolver e aperfeigcoar a criticidade e a
criatividade nos educandos. Entendemos nesse contexto que a criticidade
€ a capacidade de analisar uma situacao e tirar conclusées apropriadas e cor-
retas de dados obtidos. Isso inclui determinar dados inconsistentes ou ocultos
e informacgoes irrelevantes. Ja a criatividade é a capacidade em construir uma
solugéo para uma situagao-problema. Além disso, é a capacidade de gerar, sin-
tetizar e aplicar ideias originais para criar um produto complexo.



2.7 0 aprendizado matematico

Né&o deveria existir oposigéo entre a criatividade e a aprendizagem de roti-
nas, como se a primeira pudesse ser desenvolvida sem a segunda (CRATO,
2006, p. 83).

Existe uma série de teorias psicoldgicas que procuram explicar sobre como
nos aprendemos e, em especial, como aprendemos Matematica. Tais teorias
podem trazer implicagdes tanto para o trabalho docente como para interpretacdes
de facilidades e de dificuldades dos estudantes em seu aprendizado de determi-
nados conteudos escolares e, em particular, aqueles envolvendo o conhecimento
matematico.

Devemos ressaltar que, em relagao ao trabalho docente, a adogcédo de uma
teoria sobre a aprendizagem implica na adog¢ao de procedimentos metodoldgicos
coerentes com o0s pressupostos dessa teoria.

Entretanto, questionamos a adog¢ao de uma unica teoria psicolégica sobre
a aprendizagem em fungao da complexidade do trabalho docente, que deve ar-
ticular os mais diversos elementos presentes no fendmeno educacional.

Concordamos com Van de Walle (2009) que, independentemente da teoria
e das teorias sobre a aprendizagem e, em especial, sobre a aprendizagem ma-
tematica que o professor utiliza para fundamentar seu trabalho em sala de aula,
algumas ideias sobre como aprendemos parecem presentes entre pesquisas so-
bre o assunto. Sao elas:

a)As criangas elaboram, adquirem e validam conhecimentos, assim como
dao sentido a eles.

Nao podemos transmitir conhecimentos para as criangcas como se elas fossem
recipientes vazios. Elas chegam as salas de aula com muitas ideias sobre a realida-
de que as cerca e cabe ao professor, por meio de atividades didaticas, reconhecer
a validade desse conhecimento mais intuitivo, para refutar aquilo que nao serve
assim como, a partir daquilo que é valido, caminhar em dire¢cao ao conhecimento.

Em outras palavras, os estudantes adquirem pela experiéncia, cultura e
senso comum um conjunto de conhecimentos intuitivos relacionados a concei-
tos, principios e procedimentos que serado ensinados na escola.

Entretanto, a intervencdo do professor é fundamental. E ele quem tem a fun-
¢éo de organizar a caminhada do estudante, criando situagdes conflitantes, forne-
cendo informacdes que permitam a reelaboracao dos conhecimentos intuitivos,
propondo articulagdes entre os conteudos para organiza-los em um corpo de
conhecimentos sistematizados.



b)A compreensao € propria de cada estudante.

De inicio, entendemos que compreensdes nao sao tarefas de tudo ou nada,
mas crescem, desenvolvem-se e expandem-se como um conceito que é repeti-
damente encontrado em diferentes contextos, em diferentes niveis de abstracoes
e generalizagdes. Entao, a compreensao é um processo. Assim, em muitas opor-
tunidades, é preciso dar tempo as criancas para que elas assimilem um conheci-
mento novo. Na maioria das vezes, um novo aprendizado exige uma reorganiza-
¢ao de nossas ideias anteriores. Além disso, o conjunto de ideias de uma crianga é
diferente do conjunto de outra crianga e, cada uma, também, possui 0 seu tempo
de aprendizagem. Cabe ao professor, pois, respeitar esse tempo, visando sempre
assegurar o avango intelectual da crianca sobre determinado conhecimento.

¢) A metacognicao é um elemento importantissimo no processo de aprendi-
zagem.

Refletir sobre 0 pensamento € um momento essencial para o pleno aprendi-
zado de ideias e aspectos do conhecimento cientifico. Nos trabalhos colaborati-
vos entre os estudantes, esse aspecto da aprendizagem é plenamente satisfeito
uma vez que os aprendizes debatem e trocam ideias assim como um deles pode
contar aos demais o raciocinio que empregou na solu¢ao de um problema. Ja os
trabalhos individuais deveriam contemplar momentos que o estudante pudesse
contar ao professor ou a classe como pensou a resolugao de um problema.
Sabemos que ensinar é a melhor maneira de aprender e isso se deve, provavel-
mente, porque estamos pensando e expondo aquilo que pensamos.

d)A interagao sociocultural contribui para o desenvolvimento e ampliagédo
de ideias matematicas entre os estudantes.

Embora aprender seja um processo reflexivo e interno, os estudantes po-
dem testar e modificar ideias, desenvolvendo assim novas ideias a partir da
interagdo com os outros estudantes e com o professor. Quando pensamos so-
zinhos sobre uma situagao-problema temos apenas 0 nosso ponto de vista. Na
interagao social temos outros pontos de vista que podem ser considerados € o
entendimento de um dado problema pode ganhar amplitude, profundidade e ge-
neralidade, que sao caracteristicas essenciais do conhecimento cientifico.

e)A descoberta de padrbes para relacbes matematicas ajudam os estu-
dantes a investigar e debater sobre elas.

A descoberta de padrboes em uma situagao-problema permite a analise e
discussao de outras relagdes matematicas.

Van de Walle (2009) afirma que os padrbes nao estdo apenas em nimeros
e formas, mas também ao nosso redor. A realidade esta cheia de padrdes e de



ordem: na natureza, na arte, nas construcdes, na musica. Padrées e ordens séo
encontrados no comeércio, nas industrias, na medicina, na sociologia. O matemati-
co descobre essa ordem, da-lhe sentido e a utiliza em uma variedade de maneiras
fascinantes, melhorando nossas vidas e ampliando nosso conhecimento. A escola
tem de comecar a ajudar as criangas com esse processo de descoberta.

f) O ensino com sentido € uma atividade que leva em consideragao o
estudante.

Para que o estudante tenha compreensao sobre um assunto da Matematica,
€ necessario que tal assunto tenha um sentido para ele. Quando o estudante per-
gunta: “para que serve isto?” € bem provavel que ele necessite de um contexto em
que observe a aplicagao daquilo que esta sendo estudado. Assim, precisamos es-
tar atentos em relacao aos conhecimentos dos estudantes (conceitos e contextos)
para que a partir de bons problemas eles consigam explorar e buscar significados
nos conteudos trabalhados. Isso nao quer dizer um ensino centrado apenas no
estudante, e sim um ensino com o estudante. Devemos lembrar que nem sempre
os estudantes, sobretudo as criancas dos primeiros anos do ensino fundamental,
fazem questionamentos sobre o que é ensinado em Matematica. Ai esta o papel

do professor: instigar, questionar e estimular reflexdes.

2.7.1 A aprendizagem matematica e o trabalho docente

A partir das ideias discutidas e das contribuicées de Fremont (1979) é possivel
elencar alguns principios que poderiam ser seguidos pelos professores de Ma-
tematica em seus trabalhos. Séo eles:

a) O processo da aprendizagem de uma ideia matematica mostra que essa
aprendizagem deve evoluir a partir de um envolvimento ativo com objetos
concretos (reais ou imaginaveis) até as analises, as sinteses, as siste-
matizacdes, as generalizagdes, as abstragdes e as formalizagdes.

b)Durante todo esse processo, o estudante deve estar livre para pensar e
tirar suas proéprias conclusdes.

¢)O pensamento logico-dedutivo deve ser precedido de oportunidades
para ideias intuitivas, imaginativas, criativas, originais, para palpites, ten-
tativas e erros, bem como experimentacoes.

d)Um estudante, em geral, € capaz de abstrair uma no¢ao ou um principio
matematico depois de confrontado com uma série de situacdes as quais
a dada nogao ou o dado principio séo inerentes.

e)lmagens visuais sao indispensaveis para que o estudante possa com-
preender e utilizar nogdes, principios e procedimentos matematicos.



f) A representacdao matematica (simbolos, signos, figuras e vocabulario)
deve ser precedida pela fala, por gestos, por modelos fisicos assim como
pelas mais diversas formas de expressao pictorica (desenhos, esquemas,
diagramas).

Cabe ressaltarmos, mais uma vez, a fungédo do professor no processo de
ensino-aprendizagem. E ele quem deve, por meio das mais diversas atividades
desenvolvidas pelos estudantes, organizar, sintetizar e sistematizar os contetdos
matematicos.

2.8 Consideracdes sobre o aprendizado da matematica

Ainda em relac&do ao aprendizado da Matematica, trés consideragdes po-
deriam ser feitas na perspectiva do ensino dessa ciéncia.

A primeira consideracao refere-se a duas caracteristicas que distinguem
a Matematica dos outros conteudos escolares. O seu estudo é sequencial e o nao
dominio de um assunto pode comprometer seriamente a compreensao de um as-
sunto posterior. Por exemplo, n&o saber aspectos da adic&o, subtragdo e multi-
plicacdo pode comprometer a compreensao da divisdo. A outra caracteristica é
que as criangas precisam entender os conceitos matematicos desde pequenas.
Por exemplo, para compreender a contagem dos numeros naturais as criangas
necessitam ter o entendimento das propriedades do sistema de numeragao de-
cimal. Sé assim elas avancgardo na compreensao da Matematica. Quando elas
contam dez, onze, doze e assim por diante, precisam ter consciéncia do que
esta acontecendo em termos de relagdes matematicas, ou seja, a partir do nu-
mero dez a ideia de agrupamento aparece na contagem dos numeros.

A segunda consideragao refere-se a esséncia que permite o dominio do
conhecimento matematico, ou seja, a articulagdo compreensiva entre as ideias ma-
tematicas e os algoritmos (sequéncia de passos necessarios para a realizagdo de
uma tarefa). Quando o professor trabalha uma regra, uma formula, uma técnica, é
importante que esses algoritmos tenham sido plenamente justificados. Os algo-
ritmos sao estruturas matematicas que se fundamentam em propriedades rela-
cionadas aos conteludos matematicos e assim eles precisam ser compreendidos.
Por exemplo, quando dividimos dois numeros naturais existe um algoritmo que pode
tornar mais facil e mais rapido o calculo.

A terceira consideragao refere-se a aspectos do processo de ensino-apren-
dizagem da Matematica, aprendizado de fatos fundamentais e rotinas, aspectos
muito criticados, mas é necessario rever algumas dessas criticas. Fatos funda-
mentais como as tabuadas s&o importantes nos calculos matematicos e o seu
dominio ndo se contrapde, por exemplo, a criatividade.



Julgamos que o ensino da Matematica nao precisa de reformulac¢des radi-
cais ou revolucionarias para que o aprendizado dessa disciplina se apresente
em um bom nivel. Vivenciando o fazer matematica, os estudantes teriam grandes
possibilidades de aprender o conhecimento matematico. E esse fazer matematica
comporta palpite, experimentagao, intuicdo, imaginagao, criatividade e até mes-
Mo equivoco e engano.

2.9 Estudos complementares

O Referencial Curricular Nacional para a Educacéo Infantil, especialmente
na parte de Matematica, € uma importante leitura complementar, visto que dis-
cute como a matematica pode ser abordada na infancia e sugere como ela pode
ser inserida nas atividades rotineiras realizadas com as criangas para que elas
possam pensar por conta propria e aprender a tomar decisoes.

Os Parametros Curriculares Nacionais: matematica (BRASIL,1997) tam-
bém sdo indicagdes de leituras complementares para estudo, pois poderao con-
tribuir na nossa compreensao de que fazer matematica é expor ideias proprias,
escutar as dos outros, formular e comunicar procedimentos de resolucado de
problemas.






UNIDADE 3

Conteudos matematicos dos anos iniciais do Ensino

Fundamental: enfoques teodricos e metodoldgicos






3.1 Primeiras palavras

Assim como as palavras, os numeros também permeiam a nossa vida diaria,
assumindo significados diferentes em contextos distintos, por exemplo, codigo,
identificador, localizador. No entanto, para a Matematica, os nimeros, em espe-
cial os numeros naturais, tém um significado proprio. No contexto matematico,
0 numero natural esta relacionado a ideia de quantidade, e essa nogcéo € uma
construgcdo da mente humana.

Esperemos que as discussdes desta unidade permitam aos professores que
ensinam Matematica compreenderem teoricamente esse importante conceito ma-
tematico e, como consequéncia, que possam construir atividades as quais per-
mitam que as criangas adquiram tal conceito.

3.2 Problematizando o tema

Para que servem os numeros? Contar ou escrever numeros garantem a
sua compreensao?

3.3 Introducao

Para Santos (2002), se atentarmos para o que ocorre na pratica diaria em
sala de aula de Matematica observaremos que as agdes docentes sao origina-
das por um conjunto de crencgas, concepgdes e conhecimentos que cada profes-
sor foi desenvolvendo e adquirindo ao longo de sua vida, durante o curso que o
formou e, mais intensamente, no seu percurso profissional desde que se tornou
professor. Essas crencas, concepgdes e conhecimentos dao base para o que se
pode chamar de “projeto curricular pessoal”.

Muitos sao os fatores que ajudam a compor esse projeto:

* 0s conhecimentos adquiridos em diferentes cursos de formacao (inicial
e continuada);

a inter-relagao com outros professores;
* 0 contato com as tecnologias de informagédo e comunicagao;

* as leituras de diferentes materiais (revistas, livros didaticos e paradidati-
cos, curriculos oficiais, etc.);

* a participagdo em eventos envolvendo a educagcdo matematica;

* 0 trabalho diario em salas de aula, onde os professores se relacionam
com os estudantes e procuram desenvolver atividades que envolvam a
ciéncia matematica.



A partir desses elementos podemos partir do pressuposto que a formagao
inicial de professores que ensinam Matematica é condicdo necessaria para que
eles tenham condi¢cdes de desenvolver trabalhos diferenciados com o conheci-
mento matematico na perspectiva de os estudantes apropriarem-se significati-
vamente de conceitos, principios e procedimentos matematicos.

Em um primeiro momento dessa formagao, os aspectos tedricos dos conteu-
dos matematicos devem ser apreendidos para que em seguida caminhos metodolé-
gicos sejam elaborados, trabalhados, analisados e avaliados nas praticas docentes.
Quando temos bem claro o problema que originou um determinado conteudo, quais
S0 seus conceitos principais, suas propriedades e suas aplicagdes, a metodologia
de ensino ja esta bem encaminhada.

Ha de se considerar, no entanto, os aprendizes em seu desenvolvimento psico-
I6gico assim como o nivel de profundidade que se quer trabalhar o assunto, mas o
dominio tedrico do conhecimento matematico é decisivo para o trabalho docente.

Os documentos oficiais, em geral, trazem consideragdes de diferentes natu-
rezas sobre a Matematica, sobre os objetivos do seu ensino, sobre os conteudos
a ser trabalhados e sobre a maneira como tais conteudos devem ser trabalha-
dos e avaliados.

Entre os documentos oficiais elaborados nos ultimos anos, destacamos os
Parametros Curriculares Nacionais: matematica (BRASIL,1997), que propdem
para o ensino fundamental a seguinte lista de conteudos:

* numeros e operagoes;
* espaco e forma;
* grandezas e medidas;

 tratamento da informacéo.

Neste estudo, procuraremos discutir esses conteldos em aspectos tedricos
e metodoldgicos com a finalidade de destacar elementos conceituais essenciais
assim como possiveis repercussdes para o trabalho docente com a Matema-
tica na perspectiva de uma aprendizagem efetiva dessa importante area do
conhecimento.

Entretanto, antes de discutirmos os conteludos matematicos propostos para
o ensino fundamental, consideramos que um aspecto seria necessario retomar,
qual seja, a natureza propria da Matematica. A justificativa deve-se ao fato de que
toda ciéncia apresenta para seu estudo tanto um corpo de conhecimento quanto
uma natureza peculiar. Nesse sentido, primeiramente seria importante explicitar a
natureza do conhecimento matematico para que nossos estudantes aprendessem



tanto os assuntos da Matematica quanto a sua especificidade, ou seja, aquilo que é
caracteristico dessa disciplina.

3.4 Os trés tipos de conhecimento segundo Piaget

Kamii (1986) afirma que para Piaget existem trés tipos de conhecimento: o
social (convencional), o fisico (empirico) e o légico-matematico.

Conhecimento social é o conhecimento cujas fontes primarias sao conven-
cOes desenvolvidas pelas pessoas. Sao exemplos de conhecimento social: o Na-
tal, comemorado em 25 de dezembro, a arvore ser chamada “arvore”, e que nao
devemos andar sobre mesas. A principal caracteristica do conhecimento social
€ sua natureza geralmente arbitraria. Segue-se dai que, para a crianga adquirir
conhecimento social, sua convivéncia com pessoas € indispensavel.

Conhecimento fisico € o conhecimento dos entes ou objetos da realidade
externa. A cor e 0 peso sao exemplos de propriedades que estdo nos objetos
da realidade externa, podendo ser percebidas empiricamente por meio da obser-
vacao e da experimentacao. Assim, saber que um objeto vai cair em dire¢cao ao
centro da Terra quando o largamos de uma determinada altura é também um
exemplo de conhecimento fisico.

Conhecimento l6gico-matematico € o conhecimento que consiste em re-
lagbes criadas por cada individuo. Quando nos apresentam uma rosa branca
e uma rosa vermelha e pensamos que elas sao “diferentes”, essa diferenca é
um exemplo de conhecimento l6gico-matematico. Embora utilizemos objetos do
mundo fisico, a relagao “diferente” nao esta nas rosas, mas sim na nossa mente.
As rosas sao observaveis, mas a diferencga entre elas nio. A diferenca € uma rela-
¢ao criada mentalmente por cada pessoa que coloca dois objetos nessa relagdo. A
diferenca nao esta na rosa branca nem na rosa vermelha, € se uma pessoa nao
coloca os objetos nessa relagao a diferenga nao existe para ela.

Outros exemplos de relagdes que os individuos podem construir mental-
mente entre objetos sdo, por exemplo, “similares”, “de mesmo peso” e “duas”. E
tao correto afirmar que as rosas brancas e as rosas vermelhas sao “similares”
quanto afirmar que elas sao “diferentes”. A relacao estabelecida entre os objetos
depende de cada individuo. Se a pessoa pretende comparar o peso das duas
rosas, provavelmente dira que elas séo “iguais” (em peso). Se, no entanto, a
pessoa pretende pensar em termos numéricos, dira que existem “duas”. As duas
rosas sao observaveis, mas a propriedade de serem duas ndo. O nimero é uma

relagdo criada mentalmente por cada individuo.

Em resumo, podemos considerar a Matematica uma ciéncia de segunda or-
dem, ou seja, ela se utiliza dos objetos do mundo fisico para construir relagdes,



mas essas relagdes nao estdo nas propriedades fisicas dos objetos. Sao rela-
cOes abstratas, invisiveis. Cabe ressaltar que os matematicos também inventam
relacoes abstratas sem levar em conta a realidade, caracterizando os modelos
formais.

3.5 A nocao de nimero natural

Observemos os seguintes conjuntos: A={x, X, X, X, X, X, X}, B={#, #, #, #, #,
#,#leC={a,a, a, a 4 4, 4 Oquecelestétm em comum? Uma relagdo que
podemos construir mentalmente € que tais conjuntos tém em comum a mesma
quantidade de elementos. Na lingua portuguesa essa quantidade é chamada de
“sete”. Assim, sete € um numero. Uma relagdo que é construida usando-se os
conjuntos dados, mas que ndo esta nos conjuntos enquanto uma realidade fisica.
A mesma quantidade ou mesmo numero de elementos nao esta nos conjuntos,
mas na relagdo mental que criamos a partir desses mesmos conjuntos.

Em outro exemplo poderiamos tomar os conjuntos dias da semana, cores do
arco-iris, notas musicais e verificarmos que mesmo sendo tais conjuntos formados
por objetos de naturezas bem distintas a quantidade de elementos € a mesma.

Entdo, numero é uma relagao construida a partir da interagdo com objetos
do mundo fisico, mas tal relacdo ndo tem existéncia na realidade externa. Ela
€ uma relacéo construida na nossa mente. Assim, numero € um conhecimento
I6gico-matematico que n&o pode ser ensinado diretamente a crianga, pois ela
tem que construi-lo por si mesma.

E claro que o professor pode propor atividades aos estudantes para leva-los
a pensar ativamente (relacionar objetos), estimulando assim o desenvolvimento
do pensamento I6gico-matematico.

3.6 As criancas e a construcao de escritas numéricas

O trabalho docente com os numeros naturais deve dar conta de responder
as seguintes questdes: para que servem os numeros naturais? Que fungbes
eles desempenham? No entanto, a situacao-problema que podemos propor as
criangas poderia ser algo do tipo: como podemos contar um montdo de objetos?
E essa questdo bem simples que pode mostrar a elas a necessidade do nimero
natural. As quantidades pequenas, podemos diferencia-las apenas pela percep-
¢ao, mas quando as quantidades sdo maiores necessitamos de outros critérios
para compara-las.

As primeiras ideias de numero natural devem ter sido expressas por caca-
dores contando as quantidades de suas cacgas: tantos animais quanto as asas de
um passaro ou tantos animais quanto os dedos de uma mao.



Assim, um primeiro aspecto envolvendo a nogao de numero natural esta as-
sociado a ideia de quantidade. Por exemplo, a nogao de cinco pode ser expressa
por uma mao, pois esta contém cinco dedos, ou por um pentagono, o qual possui
cinco lados. Se tomarmos uma méao para exemplificar o nimero cinco, ao contar-
mos essa quantidade com os dedos o nimero cinco nao € nem o dedinho e nem
o dedao, mas sim todos os dedos da mao.

Com o desenvolvimento da humanidade, as quantidades ficaram maiores e
assim o homem precisou desenvolver outro aspecto essencial para as contagens:
a ideia de agrupamentos. Grupos de quantidades receberam nome ou simbolos
especificos. Como temos dez dedos nas méaos e dez nos pés, os grupos de 10,
100, 1.000, e assim por diante, acabaram prevalecendo na constru¢ao de um
sistema numérico. Nesse sentido, as ideias de quantidade e de grupos de quan-
tidades séo essenciais para a compreensao da nogao de numero natural.

Estudos sobre como as criangas se aproximam do sistema de numeragao
servem de base a proposicao de situagdes didaticas que oferecam a elas opor-
tunidades de colocar em jogo suas proprias hipéteses e compara-las com as de
outras criancas; possibilitando assim elaborar argumentos, descobrir contradigbes
e detectar erros.

Zunino (1995) e Fayol (1996) tém algumas hipoteses a respeito do que as
criangas pensam sobre o sistema de numeragao, quais sejam:

Tamanho da escrita

As criangas sao capazes de indicar qual € o maior numero de uma lista mesmo
sem conhecer as regras do sistema de numeragao decimal. Observam a quantidade
de algarismos presentes em sua escrita e, quase sempre, afirmam, por exemplo,
que o numero 123 é maior que o numero 45 porque tem mais nimeros. As criangas
pensam que, “quanto maior € a quantidade de algarismos de um numero, maior é
esse numero”. Essa hipotese de comparacao funciona mesmo quando a crianca
nao conhece “o nome” dos nimeros que esta comparando. E uma hipétese que ela
elabora com base na interagdo da numeracgéao escrita.

O primeiro é o que manda

Ao comparar numeros como 28 e 45, as criangas afirmam que o numero
45 é maior porque o 4, primeiro na escrita desse numero, € maior que o 2, que
vem primeiro na escrita do outro. Porém, ainda ndo percebem que “o primeiro é
gquem manda” porque representa agrupamentos de 10. Embora as criangas nao
conhegam as regras de agrupamentos e trocas, elas identificam que a posigéo do
algarismo no numero cumpre sempre um papel importante no nosso sistema de
numeracao, isto €, o valor de um algarismo na escrita depende do lugar em que
esta localizado em relagéo aos outros algarismos.



Escrita associada a fala

Alguns estudantes recorrem a justaposicao de escritas para escrever nu-
meros, organizando-a de acordo com a fala. Assim, em muitas oportunidades,
para representar o numero 245, podem escrever: 200 40 5.

As criangas dizem que “escrevem da maneira como a professora falou”.

Quando a crianga faz a escrita numérica em correspondéncia com a nume-
racgao falada, escreve os numeros de forma ndo convencional, por exemplo: 106
como dezesseis, e 2007 como duzentos e sete.

Essa ultima hipétese pode leva-las a contradigdes e € exatamente explo-
rando essas contradigdes que o professor pode ajuda-las a construir progressi-
vamente escritas convencionais e com significado.

Zunino & Sadovsky (1996) afirmam também que a apropriagéo da escrita
convencional dos numeros nao segue a ordem da série numérica, pois as crian-
¢as manipulam primeiramente as centenas, dezenas e unidades, elaborando s6
depois a escrita dos numeros que se posicionam nos intervalos.

3.7 Atividades que o professor pode propor as criancas para
identificar os conhecimentos que elas tém sobre os niimeros

As atividades propostas pelos professores devem atender o nivel de
desenvolvimento das criangas assim como os aspectos matematicos que o pro-

fessor pretende trabalhar e que envolvem os numeros naturais. Exemplos de

algumas delas:

a)até quanto (numero) vocé é capaz de pular corda;

b)peca aos estudantes que recortem numeros em jornais e revistas e fa-
¢am a leitura deles (do jeito que sabem);

c)elabore, com a classe, listas com numeros de linhas de 6nibus da cida-
de, numeros de telefones uteis, nUmeros de placas de carros e solicite
a leitura deles;

d)oriente os estudantes a anotarem os numeros referentes a eles préprios:
data de nascimento, idade, numero do cal¢ado, peso, altura, nUmero de
irmaos, numero de amigos;

e)utilize diariamente o calendario;

f) solicite que o estudante mostre um numero em uma maquina de calcu-
lar, seja escrevendo na lousa ou lendo;



e)peca aos estudantes para observarem a numeracao da rua onde moram
(em que numero comega e em que numero termina) e o numero de suas
casas e de seus vizinhos;

f) verifique como as criangas fazem a contagem e a leitura com dois ou mais
digitos e que hipéteses possuem acerca da escrita desses numeros.

3.8 Algumas consideracoes

Nesta unidade, ressaltamos que as criancas utilizam os niumeros em di-
versas atividades da vida diaria, mas isso pode n&o significar um conhecimento
l6gico-matematico. O numero natural € uma relagédo mental construida pelo in-
dividuo na interacdo com o mundo fisico e cabe aos professores desenvolver
atividades que permitam que as criangas construam internamente essa relagéo.
Escrever ou contar oralmente sequéncias de numeros nao garantem a compre-
ensao dessa importante nogao no ambito da Matematica.

3.9 Estudos complementares

O livro A crianga e o numero, citado nas referéncias, pode ampliar e apro-
fundar discussodes sobre a ideia de numero do ponto de vista matematico, bem
como trazer importantes sugestdes para o trabalho do professor.

Outra obra tanto para a formacao quanto para a atuacado docente é a de
Ana Cristina Souza Rangel, Educagdo Matematica e a construgdo do numero
pela crianga, da Editora Artes Médicas.






UNIDADE 4

O sistema de numeracao decimal

e as operacoes fundamentais






4.1 Primeiras palavras

Nesta unidade, contelidos matematicos dos anos iniciais do ensino funda-
mental sdo abordados em seus aspectos conceituais, pretendendo com isso possi-
veis repercussdes metodoldgicas tanto na Educacao Infantil quanto nos primeiros
anos da escolarizacdo matematica.

Enfatizamos que as discussodes tedricas e metodoldégicas dos conteudos
matematicos tém como perspectiva a formagao dos professores que ensinam Ma-
tematica visando a trabalhos docentes significativos para os estudantes.

A nocdo de numero natural, as propriedades do sistema de numeragao
decimal, uma abordagem tanto qualitativa quanto quantitativa das operagdes
fundamentais e a primeira ampliagdo dos conjuntos numéricos (fragdes) sao as
tematicas que desenvolveremos nesta unidade.

4.2 Problematizando o tema

O nosso sistema de numeracgao parece perfeito, pois com dez signos pode-
mos escrever qualquer numero e realizar operagdes. Como isso foi possivel?

Ensinar os numeros naturais para as criancas € uma tarefa facil? Qual o
ponto de partida?

4.3 Compreendendo o nosso sistema de numeracao

Estudos da Histéria da Matematica mostram que diferentes civilizagdes
construiram distintas formas de representar o resultado de contagens e medi-
¢oes. Diversos simbolos, signhos e regras foram criados por egipcios, babilénios,
maias, romanos, etc. Conhecé-los é importante para a compreensao do proces-
so de construgao do conhecimento matematico e, em particular, das regras do
Sistema de Numeragao Decimal (SND).

Podemos afirmar que o sistema de numeracgao atual € uma sintese dos mais
variados sistemas de numeragao que a humanidade criou. Ele se mostrou mais in-
teressante do que os outros, pois com dez signos e algumas regras podemos
escrever qualquer numero e realizar operagodes.

O nosso sistema de numeragao tem caracteristicas que precisam ser expli-

citadas para facilitar a sua compreensao. Sao elas:

* A base é dez (decimal). Nosso sistema de numeragao tem 10 signos: 1,
2,3,4,5,6,7,8,9¢e0.



+ Tem o zero, que é um signo representante da auséncia de quantidade. E
uma contribuicdo dos hindus no sistema de numeracao e sua utilizagao
é recente.

« E posicional (por exemplo, 222 — o primeiro dois é duzentos, o segundo é
vinte e o terceiro é dois). Para representar cada quantidade, nossos an-
tepassados criavam novos signos. No entanto, nosso sistema de nume-
racao decimal tem uma propriedade, a posig¢ao indica a quantidade de
elementos daquele agrupamento. Da direita para a esquerda temos as
unidades, as dezenas, as centenas e assim por diante. Cada trés ordens
forma uma classe. Assim o nimero 222 tem duas centenas, duas deze-
nas e duas unidades. Cabe ressaltar que esta € uma leitura em termos
das quantidades de todos os agrupamentos que esse numero possui,
mas 222 também pode ser decomposto em 22 dezenas e duas unidades
assim como 222 unidades. Com o zero e o valor posicional foi possivel
passar para o papel a légica que estava nos abacos.

+ E aditivo (245 =200+ 40+ 5).
+ E multiplicativo (245 =2 x100 + 4 x10 + 5 x1).

Quando comegamos o trabalho com a Aritmética nas séries iniciais do En-

sino Fundamental, o trabalho docente com a Matematica deve ser feito de ma-

neira que a parte conceitual fique bem fundamentada. O fato de uma criancga

falar ou mesmo escrever os numeros nao significa plena compreensao dessa

importante nogao matematica.

Assim, poderiamos comecgar com 0s numeros de 1 a 9, para em seguida

trabalharmos com o zero (auséncia de quantidade). De 1 a 9, a ideia essencial

€ associarmos os numeros as quantidades. No entanto, quando passamos para

os numeros 10, 11, 12,..., além de quantidades ha também a ideia de agrupa-

mento. Nesse caso, a nossa lingua nao ajuda muito, pois 11, 12, 13, 14 e 15

i ndo explicitam as quantidades dez-e-um, dez-e-dois, dez-e-trés, dez-e-quatro e

dez-e-cinco. Ja o numero dezesseis da a entender um grupo de dez unidades

mais seis unidades. Isso ocorre com outros nimeros também, como dezessete,

dezoito e dezenove, pois, decompondo-os, temos: dez-e-sete, dez-e-oito e dez-

i e-nove.

Devemos também ressaltar que do ponto de vista matematico a ideia de

i numero é a sintese de duas relagdes légicas: a classificagdo e a seriagdo. A

i classificagdo é o aspecto cardinal do nimero, ou seja, os objetos de um conjun-

i to podem ter uma propriedade caracteristica comum e, assim, considerando-se

i cada objeto individualmente como uma unidade podemos expressar a quan-

tidade desses objetos no conjunto. Em outras palavras, classificar é o ato de

i separar em categorias de acordo com semelhancgas ou diferengas. A seriagdo é



o0 aspecto ordinal do numero. Ordenamos objetos de um conjunto para que possa-
mos conta-los sem deixar de contar algum deles ou conta-lo mais de uma vez.
No entanto, é essencial ressaltarmos que a seriagdo na contagem dos numeros
naturais tem ainda outro aspecto importante. Por exemplo, o numero quatro con-
tém o numero trés mais o numero um, ou dois mais um mais um, ou um mais
um mais um mais um. Entdo:4=3+1=2+1+1=1+1+1+ 1. Assim, para
quantificar os objetos como um conjunto, a crianca tem que coloca-los em uma
relacéo de inclusao hierarquica. Isso significa que a crianga deve incluir mental-
mente um em dois, dois em trés, trés em quatro, etc.

Temos também que os numeros podem ser usados como um codigo: te-
lefones, documentos, identificagbes. Entdo, as criancas falam ou escrevem nu-
meros como codigos, e esse conhecimento do dia a dia nem sempre ajuda na
compreensao das ideias de numero e de sistemas de numeragao.

4.4 Os conceitos envolvendo as quatro operacoes fundamentais

A literatura em educacdo matematica tem destacado a necessidade de se
enfatizar, por meio de metodologias diferenciadas, os conceitos matematicos, so-
brepondo-se as regras e técnicas que sao memorizadas e, por muitos, esquecidas.
Devemos ressaltar que nao é para se abandonar regras e técnicas e nem mesmo
a memoaria. No entanto, tais aspectos envolvendo o aprendizado da Matematica
s6 tém sentido se forem articulados aos conceitos e principios matematicos.

Pensando nessas ideias e relacionando-as com as quatro operagoes fun-
damentais da Aritmética, inferimos que & necessario refletir sobre o conceito de
numero e das operagdes de adi¢ao, subtragdo, multiplicagao e divisao.

Para Onuchic & Botta (1998), a Aritmética é a parte da Matematica que tra-
balha sobre numeros, estabelecendo relagdes, definindo operacgdes e identificando
propriedades. Para as autoras, a natureza do numero, em suas diferentes opera-
¢bes, muda quando deixamos de adicionar e subtrair para multiplicar e dividir os
numeros naturais. E muda, ainda mais, quando passamos, por exemplo, das ope-
racbes com os numeros naturais para as operagdes com os numeros fracionarios.

4.41 As operagoes fundamentais

No contexto matematico, uma operacgao tem as seguintes caracteristicas: é
uma ag¢ao mental, reversivel e que tem propriedades.

As quatro operag¢des fundamentais, até ha pouco tempo, refletiam as
ideias de adigao (processo de juntar coisas de mesma natureza), subtragao (a
operacao inversa da adi¢cao, ou seja, a ideia de tirar uma quantidade de outra),



multiplicagéo (o processo de adicionar, repetidamente, parcelas iguais) e divisdo

i (aideia de reconhecer quantas vezes alguma coisa cabe em outra).

Numa visdo mais recente sobre as quatro operagbes fundamentais com os

i nUmeros naturais, observamos que: a) cada operagao fundamental da Aritmética

i geralmente permanece ligada a um modelo primitivo, intuitivo, implicito e incons-

i ciente; b) as ideias subjacentes a essas operagdes ndo sdo tdo simples, sdo

i complexas; e c¢) ha diferentes tipos de problemas que sdo resolvidos por uma

i mesma operagao.

Nesse sentido, algumas recomendacdes ja poderiam ser feitas para o tra-

i balho com as operagdes fundamentais nos numeros naturais. Por exemplo: a) as

operagdes adigdo e subtracdo, assim como as operagdes multiplicagcdo e divisao,

deveriam ser trabalhadas simultaneamente; b) ha uma distingdo entre a situagao-

problema e o procedimento de achar a sua solu¢ao; e c) as criangas raciocinam

i melhor nas acdes do que nas representagoes.

Os problemas de adigdo podem estar relacionados, por exemplo, as ideias

i de “mudar adicionando”, de “combinar fisicamente” e de “combinar conceitual-

mente”. Os problemas de subtracdo podem apresentar trés ideias diferentes: o

i “mudar subtraindo — tirar”, o “igualar ou completar” e o “comparar”. Os problemas

de multiplicagdo podem ser gerados a partir de “grupos iguais”, de “comparacao

multiplicativa”, de “produto cartesiano” e de “area”. Por fim, os problemas de divi-

s&o modelam tipos distintos de divisdo: A “diviséo partitiva — repartir igualmente”,

a “divisao quotitiva — medida” e a “divisdo cartesiana”. Toda esta complexidade de

ideias pode gerar dificuldades para a plena compreensao, por parte das criancas,

dos conceitos de adig¢ao, subtragao, multiplicacao e divisao, pois situagdes-proble-

ma com ideias operatdrias diferentes sdo resolvidas por um mesmo algoritmo.

As operacbes de adicdo e subtracao deveriam ser trabalhadas a partir de

“problemas aditivos e subtrativos” que permitissem desenvolver, simultaneamente,

os conceitos de adi¢ao e subtragao. Esse trabalho deveria ser feito juntamente com

o trabalho da construgéo do significado dos niumeros naturais. A seguir, € que

se deveria relacionar os simbolos aos conceitos de adicdo e subtragdo. Assim,

i os problemas aditivos e subtrativos seriam entendidos como elementos de uma

mesma estrutura e ndo poderiam ser trabalhados separadamente.

A adicao é uma operacao que produz uma soma a partir de duas parcelas

conhecidas, e a subtragao € uma operacao que produz uma das parcelas a partir de

: uma soma conhecida e da outra parcela também conhecida. Assim, duas dessas

quatro situagdes sao aditivas (combinar e adicionar) enquanto as outras duas sao

subtrativas (tirar, comparar e completar).

Exemplifiquemos algumas situagcbes-problema categorizadas por Gerard

Vergnaud e resumidas por Pires (2002) que envolvem as estruturas aditivas que

expressam as operacoes adicao e subtracao.



Problemas de combinagao

Sao aqueles em que duas partes sdo combinadas para se obter uma soma
ou um total.

1.Em uma fruteira ha 5 laranjas e 8 bananas. Quantas frutas ha nessa
fruteira? (adicdo — busca da soma ou total).

2.Em uma fruteira ha 13 frutas, sendo 5 laranjas e as demais bananas.
Quantas séo as bananas dessa fruteira? (subtragdo — busca de uma das
partes).

Problemas de transformacgao
Sao aqueles em que um estado inicial sofre uma mudanga para chegar a
um estado final.
1. Pedrinho tinha 10 figurinhas. Ganhou 5 de seu amigo. Com quantas figu-
rinhas ele ficou? (adicdo — busca do estado final).

2. Pedrinho tinha 10 figurinhas. Ganhou algumas de seu tio e ficou com
15. Quantas figurinhas ele ganhou de seu tio? (subtracédo — busca da
transformacéo).

3. Pedrinho ganhou 5 figurinhas de seu tio e ficou com 15. Quantas figuri-
nhas ele tinha inicialmente? (subtragéo — busca do estado inicial).

Problemas de comparagao
Sao aqueles em que se estabelece uma comparagao entre dois estados.
1.Jodo tem 15 selos e José tem 10 selos. Quantos selos Jodao tem a mais

que José ou quantos selos José tem a menos que Joao? (subtracdo —
busca da diferenca).

Problemas de igualdade

1. Maria tem 8 bonecas. Ana tem 5. Quantas bonecas Ana tem que com-
prar para ficar com a mesma quantidade de Maria? (subtragdo — adicio-
nando a diferenca).

2.Bianca tem 7 bonecas. Marina tem 3. Quantas bonecas Bianca tem que
perder para ficar com o mesmo numero de bonecas de Marina? (subtragao
— subtraindo a diferenca).

Problemas de composicao de transformag¢oes

Sao aqueles em que duas transformagoes sédo compostas para formaruma
terceira. 53



1. Hoje pela manha Joao ganhou 10 figurinhas e a tarde ganhou 5. Quantas
figurinhas ele ganhou hoje? (adigdo — duas transformagdes positivas).

2. Hoje pela manha Joéao deu 4 figurinhas a um amigo e a tarde deu 3 ao
seu primo. O que aconteceu com as figurinhas de Joao hoje? (adicdo —
duas transformacgdes negativas).

3. Hoje pela manha Joao ganhou 10 figurinhas de um amigo e a tarde deu 4
ao seu primo. O que aconteceu com as figurinhas de Jo&o hoje? (subtra-
¢ao — uma transformacao positiva e outra negativa).

O importante desses exemplos de situagdes-problema € mostrar que exis-

tem, em diferentes contextos, diferentes ideias e que muitas delas séo resolvidas
i com o mesmo algoritmo.

Outros contextos podem levar-nos a categorizar diferentemente outras

situacdes-problema. No entanto, se o professor trabalhar as duas operacoes

(adicdo e subtragdo) simultaneamente, a compreenséo pode acontecer de ma-
neira mais efetiva, pois o raciocinio aditivo pode ser resumido na relagédo entre as
parcelas e o todo. Nos mais diferentes contextos em que aparecem, os proble-
mas aditivos podem ser resolvidos com duas operacgdes: conhecidas as parcelas

i temos a adigdo e conhecidos o todo e uma das parcelas temos a subtragao.

Em relacdo a multiplicagéo e a divisédo, as ideias habituais diziam que o mo-

delo para a multiplicagéo era o de adi¢des repetidas e para a divisdo era o modelo

baseado na particdo ou 0 modelo apoiado nas subtracdes sucessivas.

Sobre a multiplicacdo e a divisdo dos numeros naturais, uma complexidade

se manifesta quando as operacgbes sao consideradas ndo somente da perspec-
tiva do calculo, mas em termos de como elas modelam situagcbes. No trabalho

i com a Matematica em sala de aula, sente-se que a maior dificuldade encontrada

por muitas criangas esta no ato de decidir se um problema dado sera modelado
pela operacao multiplicacado ou divisdo. A complexidade maior reside em um pri-
meiro momento em tal percepgéo e, posteriormente, na resolugcéo do algoritmo.

As classes mais importantes de situacdes envolvendo a multiplicacéao e a

i divisdo com os numeros naturais sao: a de grupos iguais, a de comparag&o mul-

tiplicativa, a de produto cartesiano e a de area retangular.

Exemplifiguemos algumas situagbes-problema envolvendo as estruturas

multiplicativas.

1.Jodozinho, Zezinho e Pedrinho tém, cada um, 5 figurinhas. Quantas figu-
rinhas eles tém? (multiplicacao).

2. Jodo tem 4 vezes mais figurinhas do que Pedro. Pedro tem 5 figurinhas.
Quantas figurinhas tem Jo&o? (comparagao multiplicativa).



3. Marcos tem 4 camisas e 3 calcas. De quantas maneiras diferentes ele
pode se vestir? (multiplicagdo — produto cartesiano).

4.Um retangulo tem lados de 5 cm e 4 cm. Qual é a area dessa figura?
(multiplicagdo — area retangular).

5.Quinze laranjas sao distribuidas igualmente entre 3 criangas. Quan-
tas laranjas cada crianga recebeu? (divisdo — particdo ou distribuicao
equitativa).

Se tomarmos as criangas como grupos, essa divisdo deve explicitar quan-
tos elementos (laranjas) serao distribuidos em cada grupo:

1. Se tenho 15 laranjas, para quantas criangas posso dar 5 laranjas? (divisao
— medida ou quota).

Se nesse problema conhecemos a quantidade de elementos em cada gru-
po, entdo devemos calcular quantos grupos (criangas) serdo contemplados. Em
outras palavras, quantas vezes uma quantidade cabe em outra. Nos numeros
naturais, calculamos quantas vezes uma quantidade menor esta contida em
uma quantidade maior, podendo, as vezes, sobrar um resto. E possivel uma
quantidade maior caber em uma menor?

Estamos trabalhando com os numeros naturais, mas nada impede de lan-
carmos algumas questdes aos estudantes. Por exemplo: quantas vezes R$ 0,50
cabem em R$ 2,007 A resposta 4 é esperada nos numeros naturais. E a questdo:
quantas vezes R$ 2,00 cabem em R$ 0,507 Esses problemas podem ser bons
exemplos para justificar a necessidade de ampliagdo dos conjuntos numéricos,
ou seja, precisaremos de outros numeros para modelar o problema proposto.
Nesse caso, os numeros fracionarios.

As criangas sao curiosas e, em muitas oportunidades, o proprio professor
pode propor situagdes-problema além do conteudo que esta ensinando. No entan-
to, as respostas devem ser intuitivas e contextualizadas, além disso o incentivo
a imaginacéao é essencial para o aprendizado.

A divisdo é uma operacado em que ideias intuitivas que as criangas trazem
podem dificultar a sua compreensao. A proépria palavra divisdo tem diferentes
significados em nossa lingua. Por exemplo:

a)a plateia ficou dividida quanto ao resultado... (discérdia);

b)o rio divide as cidades... (separacgéo);

c)o livro esta dividido em... (partes).



E mais, as divisdes no dia a dia nem sempre sao feitas em partes iguais. Um

i adulto pode dividir algo com as criangas levando em conta a idade ou o tamanho de
i cada uma delas, assim as partes podem nao ser equitativas.

Em termos matematicos, as partes de uma divisdo sédo, necessariamente,

: iguais, e quando sobrar um resto este deve ser o menor possivel.

Por fim, temos que o raciocinio multiplicativo envolve duas relagdes: a) um

a varios que leva a multiplicagcéo e b) distribuicdo que leva a divisao.

Retomando, podemos concluir que as operagdes mudam de adigédo e sub-

i tracdo para multiplicagdo e divisdo. Os nimeros mudam de nimeros naturais

para numeros fracionarios. Nessas mudancas estd uma que é fundamental e

com implicagbes distintas: uma mudanga na natureza da unidade. Enquanto

i as situagdes aditivas envolvem quantidades que sdo derivadas da realidade e

quantificadas por contagem ou medida, as situagdes multiplicativas quase sem-

pre requerem a manipulagao de relagdes entre as quantidades. E essa mudancga

: ndo é trivial.

Assim, o dominio de muitos conceitos numéricos e das relacées numéricas

i aolongo da escolarizagao parece requerer uma reconceituagao da nogao de nu-

mero, isto é, uma mudanca significativa no modo pelo qual o numero é concebi-

do. Por exemplo, enquanto o numero natural € quantidade, o numero fracionario
i é uma sintese da quantidade e da medida.

Dadas as mudancas fundamentais na natureza do nimero, ndo sera sur-

i preendente que reorientagbes cognitivas significantes sejam necessarias para

construir e compreender tais mudancgas. Isso significa que é provavel ndo haver

caminhos continuos suaves da adi¢gao e subtragao para a multiplicacao e divisao,

nem dos numeros naturais para os niumeros fracionarios. A multiplicacéo nao é,

i simplesmente, adigdo repetida; e nimeros fracionarios ndo sdo, simplesmente,

pares ordenados de numeros naturais. Os novos conceitos ndo sao extensdes

i dos conceitos anteriores.

4.4.2 As técnicas operatorias (0s algoritmos)

Adicao e subtragcao

As primeiras adicdes e subtragdes com dois niUmeros parecem nao apre-

i sentar nenhuma dificuldade para as criangas, de forma que elas podem adicionar

ou subtrair tanto da direita para a esquerda quanto da esquerda para a direita.

Cabe ao professor ir articulando os algoritmos com materiais concretos como, por

exemplo, o abaco e mostrar que nas operacgdes de adicédo e subtragdo adiciona-

i se ou subtrai-se os algarismos dos nimeros naturais sempre da direita para a

i esquerda.



42 65 65
+23 -23 -42

65 42 23

As dificuldades das criangas com adigbes e subtracdes podem aparecer
nas situacdes a seguir:

45 72 72
+27 -27 -45
612
72
612 612
-27 -45
45 27

Pensamos que na adigdo nao seria errado se alguns estudantes escrevessem
um resultado como 612, pois em um momento posterior o 12 poderia ser decom-
posto em 10 + 2, de forma que o 2 ficaria na coluna da unidade e o 10 se transfor-
maria em uma dezena. O papel quadriculado poderia ser um bom recurso didatico.
A regra seria: cada quadradinho ndo poderia conter mais de um numero.

Em relacdo as subtracbes apresentadas, elas poderiam ser trabalhadas
como inversas das adigdes e com a ideia de decompor uma dezena em 10 uni-
dades, acrescentando-as a ordem das unidades.

Essas subtracdes também podem ser feitas pelo método da compensacéo.
Esse método é justificado por uma propriedade da subtracao.

Propriedade: se acrescentarmos quantidades iguais ao minuendo e ao
subtraendo, o resto de uma subtragcado nao se altera.

Em simbolos, temos que:
sexy=k, entto (x+a)l(y+a)=k

Assim, o que fariamos no algoritmo seria:

72 712
-27 =27
45



E poderia ser justificado da seguinte maneira:

72 = 70 +

27 = 20 +

N 70 + 12
- 30 + 7
40 + 5
45

Assim, acrescentariamos 10 a 2, obtendo 12, e para compensar acrescen-

i tariamos 10 a 20, obtendo 30, ou ainda acrescentariamos uma dezena as duas

ja existentes.

Temos, a seguir, outro exemplo do método da compensacéo:

325 3 12 15
- 187 -1 *8 #7
1 3 8
E a sua justificativa:
325 = 300 20 + 5
187 = 100 80 +
= 300 20 + 15
100 20 + 7
= 300 120 + 15
200 90 +
100 30 + 8
138

: Nos exemplos envolvendo o método da compensagao, 0s acréscimos e as
i compensagdes feitos aos numeros das subtragbes sdo 10 e 100 porque 0 NOSSo

i sistema ¢ decimal.



Multiplicagcao

-
N
DN W C

N | W A

Poderiamos exemplificar a multiplicagdo, nos primeiros exercicios, mos-
trando todos os produtos feitos por meio da decomposigao (nesse caso: unida-
des, dezenas e centenas) dos numeros que expressam os fatores. Entao:

123 = 100 + 20 + 3
x12 = X 10 + 2
6 200 + 40 + 6
40 1000 + 200 + 30
200 1000 + 400 + 70 + 6
30
200 1476
1000
1476
Divisado

Método habitual (curto):
23 5
3 4
Esse algoritmo tem calculos escondidos que precisam ser mostrados. E

mais, a divisdo pode, em um primeiro momento, ser trabalhada em termos de
previsao e estimativa.

DU

23 5
X—
DU

O resultado dessa divisdo é um numero com um algarismo.



O algoritmo da divisdo poderia ser justificado pelos exemplos:

1) 23| 5 2) 23| 5
51 -15 3
18 8 4 4

-5 1 -5

13 3

Método longo

w
N
N
w
o
N
N
N
w
o

w
Método
curto

Outro exemplo. Método habitual (curto):

3472 13

87 267
092
01

: Pensamos que as ideias de previsdo e estimativa poderiam vir primeiro.
i Entao:

3472 13

MCDU
X

: Essa divisdo tem como resultado um numero com trés algarismos, pois o
nuamero 3.742 tem unidades de “grupos de mil (3)”, mas nao é possivel dividir es-
ses grupos em 13 partes sem decompd-los, no caso em grupos de cem. Assim, é
possivel dividir 34 centenas em 13 partes. Portanto, esse numero tem centenas,
ou trés algarismos.



Outro modo de justificar o algoritmo da diviséo:

1x13 = 13 10x13 = 130 100x13 = 1300
2x13 = 26 20x13 = 260 200x13 = 2600
3x13 = 39 30x13 = 390 300x13 = 3900
4x13 = 52 40x13 = 520
5x13 = 65 50x13 = 650
6x13 = 78 60x13 = 780
7x13 = 91 70x13 = 910
8x13 = 104 80x13 = 1040
9x13 = 117 0/x13 = 1170
10x13 = 130 100x13 = 1300

Inicialmente temos a tabuada do 13, em seguida multiplicamos os resul-
tados da tabuada por 10 e depois por 100. Agora, a estimativa € melhor, ou seja, o
resultado da divisdo € um numero entre 200 e 300.

Os numeros em negrito auxiliam nas outras estimativas sobre o resultado
final da divisao.

3472 13

~2600 200
0872 60 [ 267
780 7
092
- 091

1

Por fim, temos o método curto, mas agora justificado:

3472 13

87 267
92
1

Esses exemplos mostram que em Matematica tudo precisa ser justificado,
comprovado e, na maioria das vezes, essas demonstracdes sao bastante simples.
Os algoritmos, no caso das operacdes fundamentais, sdo estruturas matema-
ticas que estdo embasadas nas propriedades dessas operagdes, assim como
nas propriedades do sistema de numeracéo decimal. Uma vez compreendidos,



i as suas utilizagdes facilitam e tornam mais rapida a resolugao dos célculos das

situagdes-problema.

4.4.3 0 ensino da Aritmética: algumas sugestoes

O ensino habitual da Aritmética sempre teve uma sequéncia parecida: uma

determinada operacao era definida a partir de seus elementos constitutivos; em

seguida, dava-se énfase nas técnicas operatorias e, por fim, eram dados os pro-

i blemas de fixagao ou aplicagdo relacionados a essa operagdo. A énfase nos al-

i goritmos valorizava uma Matematica mais quantitativa com sérios prejuizos para

os aspectos qualitativos das operagoes, que sdo necessarios para a plena com-

preensao dos conceitos e principios matematicos envolvidos nas operacoes. As

i aplicagdes das operacdes em problemas geravam duvidas nos estudantes, pois

i estes ndo sabiam, em determinadas situagdes, qual a operacdo que deveriam

utilizar. Perguntas do tipo: “é conta de mais ou de menos?” eram comuns em

salas de aula de Matematica. Muitos problemas também eram resolvidos a partir

da identificagcdo de palavras associadas a determinadas operacgdes.

Atualmente, o trabalho com calculo tem outra proposta. Desde o inicio da

aprendizagem é aconselhavel que as operagdes adi¢cao e subtragao e multiplicacao

e divisdo sejam trabalhadas aos pares, pois uma operacao € o inverso da outra.

O ensino das operagbes comeca por situagdes-problema significativas, de-

i safiadoras e inteligentes, as quais permitem, em um primeiro momento, que as

i criangas utilizem seus conhecimentos intuitivos ou exercitem sua imaginagdo na

busca das solugdes. Estimativas, calculo mental, desenhos ou recursos manipu-

lativos podem ser usados para a resolugdo dos problemas. Esse momento é es-

i sencial na aprendizagem matematica, pois 0 que queremos ndo & mostrar o que

o estudante pode fazer pela Matematica, mas sim o que a Matematica pode fazer

pelo estudante, que &, por exemplo, mostrar que ele pode pensar por si mesmo.

Em seguida, o professor trabalha qualitativamente as operag¢des destacan-

do os seus elementos constitutivos. As propriedades das operagdes sao identifi-

i cadas e exemplificadas. Os algoritmos so justificados como estruturas matema-

ticas que expressam as propriedades tanto do sistema de numeragao decimal
quanto das operacgoes.

Por fim, novos problemas sao trabalhados na perspectiva de que as opera-

¢oes fiquem plenamente compreendidas. Nesse momento, estratégias de verifi-

i cacdo e controle dos resultados dos problemas devem ser incentivadas.



4.4.4 Propriedades das operagoes fundamentais

No estudo das operagdes fundamentais com os nimeros naturais € impor-
tante também que o professor mostre algumas propriedades dessas operagdes.
Para a adigao, por exemplo, apresentar as propriedades:

a)fechamento: o resultado da adicdo de dois niumeros naturais (soma) é
também um numero natural;

b)comutativa: adicionar a + b da o mesmo resultado que adicionar b + a;

c) elemento neutro: zero mais qualquer numero natural da como resultado
0 proprio numero;

d)associativa: se tivermos trés nimeros naturais em uma adicao, o resulta-
do é sempre 0 mesmo independentemente da ordem que adicionarmos
as parcelas.

Em relagado a subtracao, a propriedade de fechamento, por exemplo, nao
€ valida e isso pode preparar os estudantes para a necessidade de se ampliar
o conjunto dos naturais. Nesse caso, a ampliagao sera o conjunto dos numeros
inteiros. Assim, o professor pode mostrar para os estudantes alguns contextos
que precisam dessa ampliacdo para ser modelados.

Com a multiplicagao temos propriedades semelhantes, ou seja:

a)fechamento: o resultado da multiplicagdo de dois niumeros naturais (pro-
duto) também é um numero natural,

b)comutativa: multiplicar a por b da o mesmo resultado que multiplicar b
por a;

c) elemento neutro: a unidade vezes qualquer nimero natural da como re-
sultado o proprio numero;

d)associativa: se tivermos trés numeros naturais em uma multiplicagéo, o
resultado € sempre o mesmo independentemente da ordem que multi-
plicarmos os fatores.

Em relacédo a divisdo, por exemplo, a propriedade de fechamento nao é
valida e isso significa que precisamos ampliar os numeros naturais. Nesse caso,
a ampliacao sera os numeros fracionarios.

Ainda podemos apresentar aos estudantes uma propriedade que une a
adicdo com a multiplicacéo — a propriedade distributiva da adicdo em relagao a
multiplicacdo —, que simbolicamente podemos escrever: a(b + c) =a-b+a-c.



4.5 Consideracdes finais

Nesta unidade procuramos articular as ideias qualitativas relacionadas as

operagoes fundamentais com os seus aspectos quantitativos (algoritmos). Assim,

i um mesmo algoritmo pode expressar ideias e contextos diferentes de uma opera-

! gado. E mais, esses algoritmos s&o estruturas matematicas justificadas pelas pro-
priedades de nosso sistema de numeragado. A nossa experiéncia tem mostrado

que as dificuldades que as criancas apresentam para a plena compreensao das

i operagdes fundamentais residem tanto em ndo entender que contextos diversos

podem ser modelados por uma mesma operacao quanto pela dissociagao entre

as propriedades do sistema de numeracéao e as técnicas operatdrias.

Cabe ao professor identificar essas dificuldades e, principalmente, sua na-

i tureza para, entdo, levar as criangas a supera-las.

4.6 Estudos complementares

Um material muito bom para o professor que ensina Matematica nos anos

CARDOSO, V. C. Materiais didaticos para as quatro operagées. Sao Paulo: CAEM-
. IME-USP, 2006.

Para outras leituras sobre 0 movimento entre o aprender e o ensinar mate-

i matica nos anos iniciais, sugerimos o livro de:

NACARATO, A. M.; MENGALI, B. L. S.; PASSOS, C. L. B. A matematica nos anos
iniciais do ensino fundamental: tecendo fios do ensinar e do aprender. Belo Ho-
i rizonte: Auténtica, 2009.

4.7 Alguns comentarios finais

Ao longo das quatro unidades que compdem este livro, enfatizamos a im-

portancia do trabalho do professor de modo que tenha condicbes de ajudar seus

i alunos a envolverem-se com conceitos matematicos importantes para sua for-

i macao intelectual.

Concordamos com Charlot (2005, p. 84-85) quando diz que € “o aluno

quem deve aprender e que ndo se pode aprender em seu lugar” e que, para
isso, deve-se coloca-lo em uma “atividade intelectual”’. Essa atividade é central

i ao processo de aprendizagem, deste modo “é legitimo prestar maior atengo a

ela, no que ela tem de singular”. Colocar o estudante no centro do processo de



ensino permitira que ocorra o compartilhamento do principio de que “ensinar nao
é somente transmitir’ (CHARLOT, 2005, p. 84-85). Isso significa que o concei-
to de ensino nao é passivo, e é importante que se estabelega a relagdo entre
professor e aluno. Nas relagdes sociais e culturais que sdo estabelecidas no
processo de ensino e aprendizagem, ha a aprendizagem mutua e a construgao
de conceitos entre individuos. Em outras palavras, pode-se dizer que é possivel
aprender procedimentos na repeticao de mecanismos, mas nao significa que a
aprendizagem de conceitos tenha ocorrido.

Temos certeza que esta € uma obra inacabada. Muitos conceitos importan-
tes nao foram abordados neste livro. No entanto, esperamos que ele contribua
para reflexdes sobre a matematica e o papel que o professor dos anos iniciais tem
que assumir para proporcionar seu ensino num ambiente de aprendizagem, no
qual professor e estudante envolvam-se intelectualmente numa atividade em que
todos ensinam e todos aprendem.
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