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APRESENTACAO

A légica constitui um poderoso ferramental para a formalizagdo do estudo de
formas de raciocicio. Através desse formalismo matemético podemos eliminar
as ambiguidades existentes em linguagens naturais, o que nos permite a defini-
¢ao do calculo proposicional, ou seja, de um conjunto estrito de regras que nos
permitem realizar inferéncias e deducdes vélidas acerca de um conjunto inicial
de premissas. Em outras palavras, a logica proposicional é a ciéncia que es-
tuda principios de inferéncia, tendo como objetivo principal determinar em que
condicbes certos fatos sdo consequéncia, ou nao, de outros. No contexto de
sistemas de informagao, a motivacao principal para o estudo da légica € sua es-
treita conexao com aspectos fundamentais da ciéncia da computagao presentes

em areas como a matematica discreta, a légica digital e a inteligéncia artificial.

Este livro esté organizado em 8 unidades tematicas. A unidade 1 trata dos
conceitos basicos envolvidos na légica proposicional, como a definicdo de seu
alfabeto e seus operadores. Na unidade 2 sdo apresentados os conceitos de
tabela-verdade, tautologia, contradigdo e contingéncia. Dois conceitos funda-
mentais da l6gica proposicional, consequéncia e equivaléncia légicas sao dis-
cutidos em detalhes na unidade 3. A unidade 4 trata da algebra proposicional,
um conjunto de operagdes e equivaléncias matematicas para a manipulacao de
expressoes logicas, discutindo o conceito de formas normais. Na unidade 5 séo
discutidos argumentos validos e regras de inferéncia l6gica, dois aspectos fun-
damentais para a dedugao de conclusdes légicas a partir de um conjunto de
premissas. Técnicas dedutivas sdo o objeto de estudo da unidade 6, que apre-
senta basicamente trés métodos para a verificagdo da validade de argumentos:
a prova direta, a prova condicional e a prova por reduc¢do ao absurdo. A unidade
7 discute uma outra importante técnica para a verificacao da validade de argu-
mentos: a prova por resolucdo, que é a base para a automatizacdo da prova
de teoremas. Por fim, a unidade 8 apresenta os conceitos basicos da logica de
predicados, caracterizando-a como uma extensao da légica proposicional.






UNIDADE 1

Logica proposicional: introdugao, conceitos
basicos e operadores ldgicos






1.1 Primeiras palavras

O desenvolvimento da l6gica teve inicio em torno de 350 a.C. com Aristételes, e a
partir de entado evoluiu ao longo de séculos de existéncia, gragas aos esforgos de
matematicos como Leibniz, Euler, De Morgan, Boole, Russell, dentre inimeros
outros. Porém, foi apenas no século XX, com o surgimento dos circuitos digitais,

que as primeiras aplicagbes praticas comegaram a aparecer.

Entretanto, convém ressaltar que paradoxos e argumentos falaciosos, ou
seja, argumentos que, de premissas aparentemente verdadeiras e por pas-
sos aparentemente validos, levam a conclusdes aparentemente falsas, ja eram
conhecidos na Grécia Antiga. Mais precisamente, um paradoxo é uma sentenca
aparentemente verdadeira que leva a uma contradi¢cao l6gica (veremos a defini-

cao formal do que é uma contradigao légica nas préximas unidades do livro).

Em termos simples, um paradoxo € uma figura de pensamento que consiste
na exposicao contraditéria de ideias, fato observado em situagbes nas quais
duas coisas opostas (contraditérias) parecem verdadeiras a0 mesmo tempo.
Existem diversos tipos de paradoxos: l6gicos, matematicos, filoséficos, psico-
l6gicos, fisicos, falsidicos, condicionais, dentre outros. Ao mesmo tempo que
paradoxos parecem apenas simples brincadeiras, convém ressaltar que muitos
deles tiveram um papel importante. Ao longo dos tempos, a identificacédo e o es-
tudo de paradoxos tem auxiliado de forma significativa o progresso da ciéncia.

Ao final do século XIX e inicio do século XX, com avangos na légica e na
matematica, os paradoxos passaram a ser divididos em duas classes principais:
sintaticos (ou l6gicos) e semanticos. Em poucas palavras, um paradoxo é cha-
mado sintatico se pode ser descrito utilizando a linguagem formal da I6gica de
primeira ordem (da qual a loégica proposicional € um subconjunto, conforme ve-
remos ao final do curso). Ja os paradoxos semanticos nao podem ser descritos

utilizando uma linguagem formal.

Outro aspecto que deve ser mencionado é a existéncia de uma infinidade
de tipos de légica, dentre as quais podemos citar a classica, modal, paracon-
sistente, multivalorada, intucionista, fuzzy etc. O estudo que nos interessa mais
diretamente é a I6gica proposicional como fundamentacao béasica para a logica
de predicados. A importancia do calculo proposicional para a computacao é o
fato de este servir de base para a solugédo de diversos problemas do mundo real,
particularmente daqueles que podem ser modelados por sistemas dicotémicos,

ou seja, situacdes em que as variaveis envolvidas apresentam apenas dois es-
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tados bem definidos (e em geral, opostos) como 0 ou 1, verdadeiro ou falso, sim
ou nao, preto ou branco, entre outras. Em uma linguagem menos formal, essa
area da ciéncia é também conhecida como légica mateméatica, sendo referen-
ciada assim por diversos autores. Em nosso contexto, por légica matematica
queremos dizer um conjunto de trés aspectos principais: introducdo e aspec-
tos basicos da logica proposicional, algebra e calculo proposicional e uma breve
introducao a légica de predicados. Em resumo, tudo o que estudaremos aqui

constitui a base tedrica para a construcdo e programacao de computadores.

1.2 Problematizando o tema

O primeiro estagio no estudo da légica matematica consiste na apresentacao
dos conceitos fundamentais desta teoria, necessarios para a definicao de toda
base de conhecimento que seré construida ao longo do curso. Iniciaremos pelos

aspectos basicos da légica proposicional.

Nesta unidade veremos, por exemplo, que essa légica possui um alfabeto
proprio, composto por diversas classes de simbolos. Serdo apresentados tam-
bém os conceitos de proposi¢ao, valores e operadores l6gicos, bem como as
tabelas-verdade, essenciais para a resolugao de diversos problemas que discu-

tiremos futuramente.

Por fim, outro assunto importante que abordaremos é a formacéao de sen-
tencas validas dentro da I6gica proposicional, a partir da definicdo do conceito
de férmula bem-formada. Em resumo, o objetivo desta unidade é fornecer sub-
sidios para que o leitor possa identificar o que é uma proposigao valida, construir
formulas bem-formadas e proposicoes logicas validas, escrever sentengas em
linguagem natural utilizando a linguagem da légica proposicional, bem como de-

terminar seus valores l6gicos a partir da definicido dos valores de seus atomos.

1.3 O alfabeto da l6gica proposicional

A l6gica proposicional € uma linguagem formal. Como toda linguagem, ela tem
um alfabeto composto por diversos simbolos. Primeiramente, definiremos seu
alfabeto, que é composto por um conjunto de simbolos e operadores légicos.
Em seguida, estudaremos o significado de cada um desses operadores ou co-
nectivos e, por fim, definiremos regras gramaticais utilizadas na construgéo das
sentencgas dessa linguagem, que sao as proposi¢cdes compostas (férmulas bem-

formadas).



O alfabeto da logica proposicional é definido pelo conjunto de simbolos

descritos a seguir.

simbolos de pontuacao: (e )

simbolos de verdade: Ve F

simbolos proposicionais atdmicos (representados por letras mindsculas):

P, q, T, s etfc.

conectivos ou operadores logicos: —, /\, V, — € <

No restante desta unidade veremos com mais detalhes cada um dos com-
ponentes desse alfabeto.

1.4 Proposicoes

Uma proposicdo é definida como um conjunto de palavras ou simbolos que ex-
primem um pensamento de sentido completo. Em outras palavras, podemos
dizer que proposigdes afirmam fatos ou exprimem juizos que formamos de deter-
minadas entidades (ALENCAR FILHO, 2002). Alguns exemplos de proposicdes
sdo:

o tg(F) =1

e V3i<m

e 0 Brasil situa-se na América do Sul

Dizemos que uma proposicao tem valor I6gico verdade (V) se ela é verda-
deira; analogamente, ela tem valor I6gico falsidade (F) se ela é falsa. Considere

as seguintes proposicoes:

1. p: a Argentina fica na Africa

2. q: o Brasil situa-se no hemisfério Sul

O valor légico da primeira proposicao é F, enquanto o da segunda propo-
sicéo € V, ou seja, V(p) = Fe V(q) = V. Proposicdes podem ser classificadas

como simples ou compostas. Uma proposicao é dita simples (ou atbmica) se
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ndo contém nenhuma outra proposicdao como parte integrante de si mesma. Pro-
posi¢cées simples sao geralmente representadas por letras minusculas. Alguns
exemplos de proposi¢cdes simples sdo:

e p: Carlos € careca

e g: Paula é estudante

e r: 0 nUmero 36 é um quadrado perfeito

Uma proposicao é dita composta (férmula proposicional) se é formada por
duas ou mais proposicdes. Representaremos proposi¢cdes compostas por letras
maiusculas. A seguir, temos alguns exemplos de proposi¢cdes compostas:

e P: Carlos é careca e Paula € estudante
¢ Q: Rafael dirige carros ou motos
¢ R: se um jogador de futebol recebe 2 cartdes amarelos em um jogo, entédo

deve ser expulso

1.5 Principios fundamentais da l6gica matematica

A l6gica matematica adota como regras fundamentais do pensamento os dois

seguintes principios ou axiomas (ALENCAR FILHO, 2002):

¢ Principio da nao contradicao: uma proposi¢do ndo pode ser verdadeira

e falsa ao mesmo tempo.

¢ Principio do terceiro excluido: toda proposi¢cdo ou é verdadeira ou &
falsa, isto é, verifica-se sempre um desses dois casos, mas nunca um

terceiro.

De acordo com esses principios, podemos afirmar que toda proposicao

admite um e somente um dos valores V ou F.



1.6 Tabela-verdade

De acordo com o principio do terceiro excluido, visto anteriormente, toda propo-
si¢ao simples p é verdadeira (V) ou falsa (F). Quando lidamos com uma proposi-
¢do composta, podemos determinar seu valor légico a partir dos valores l6gicos
de cada uma das proposi¢des simples que a compde, através do principio for-

necido pela definicao a seguir (ALENCAR FILHO, 2002).

Definicao 1.1: o valor légico de qualquer proposicdo composta depende
unicamente dos valores l6gicos das proposi¢coes simples componentes, ficando

por eles univocamente determinado.

Em outras palavras, para determinar o valor verdade de uma proposi¢ao
composta devemos primeiramente enumerar todas as possiveis atribuigoes de
valores légicos a cada uma das variaveis que a compde. Tal determinagao pode
ser realizada através de dispositivos denominados tabelas-verdade. Por exem-
plo, no caso de uma proposicao composta cujas variaveis envolvidas (atomos)
sa0 p € g, as unicas possiveis atribuicbes de valores légicos a p e q sédo: VV,

VF, FV e FF, conforme indica a tabela a seguir.

No caso de uma proposigdo composta cujos atomos componentes séo p,
q e r, as Unicas possiveis atribuicbes de valores légicos a p, q e r sdo dadas

pela seguinte tabela-verdade:

15
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PlqgrT
1MV V|V
2|V |VI|F
3|V|IF|V
4|V |F|F
S|F|IV |V
6| F|V|F
7|FIF|V
8/ F|F|F

Note, a partir da tabela anterior, que os padrdes de alternancia dos valores
l6gicos V e F se apresentam de maneira distinta para cada proposicao: eles
mudam de quatro em quatro para a primeira proposi¢ao p, de dois em dois para
a segunda proposicao q e de um em um para a terceira proposigao r. Observe
ainda que, além disso, cada linha da tabela-verdade é um arranjo ternério. Na
verdade pouco importa a ordem em que esses arranjos estdo dispostos nas
linhas da tabela-verdade, o importante é que, nesse caso, todos 0s possiveis
arranjos ternarios estejam presentes. Essa observagao é formalizada pelo se-

guinte resultado, que apresentaremos sem demonstragdo (DAGHLIAN, 2009).

Teorema: o nimero de linhas de uma tabela-verdade referente a uma pro-

posicao p € dado por 2™, no qual n € o numero de atomos que compdem p.

1.7 Operacoes ldgicas sobre proposicoes

Ao raciocinarmos, sem perceber, efetuamos diversas operagdes légicas sobre
proposigdes. Elas obedecem a regras de um calculo, denominado calculo pro-
posicional, semelhante ao da aritmética sobre os numeros. O foco desta se¢éo

€ justamente o estudo das operacoes l6gicas fundamentais.



1.7.1  Negacgéo

Chamamos de negacgéo de uma proposicéao p a proposi¢cao denotada por “néo
p”, que resulta em valor légico V quando p é falsa e F quando p é verdadeira,
de modo que “ndo p” tem o valor l6gico oposto daquele de p. A negagéo de p €
denotada por —p (ou alternativamente ~ p), sendo lida como: “ndo p”. O valor
l6gico da operac@o de negacao de uma proposi¢ao p € definido pela seguinte

tabela-verdade:

—p
V| F
Fil v

Note que — é um operador unario pois atua sobre uma unica proposicao

simples.

Exemplos:

e p:a Terra € um planeta do sistema solar
—p : a Terra ndo € um planeta do sistema solar

V(p) =~(V(—p)), ouseja, V=—F

e q:l+1=2
—q:1+1#2

V(q) =—(V(—q)), ou seja, V =—F

1.7.2 Conjuncgao

Chamamos de conjungdo de duas proposi¢cées p € q a proposicao resultante
da operagao p /\ q, cujo valor légico é V quando ambas as proposigées sao
verdadeiras e F em todos os outros casos. A expressao p /A q é lida como “p e
q”. A tabela-verdade para o operador binario conjungéo (note que A atua sobre

dois argumentos) é dada por:

17
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pPla|pr/d
VIivi|] Vv
VIF| F
FIV| F
FIF| F

Exemplos:

e 1 : Pelé nasceu na China
s : Pelé foi um jogador de futebol
r/\'s : Pelé nasceu na China e foi um jogador de futebol

VrAs)=V(r)AV(s)=FAV=F

e 1 : 0 Brasil venceu a Copa do Mundo de 2002
s : 0 Brasil venceu a Copa do Mundo de 2010
r/\'s : 0 Brasil venceu as Copas do Mundo de 2002 e 2010
VirAs)=V([)AV(s)=VAF=F

e p : Sao Paulo é um estado do Brasil
q : o Brasil € um pais que pertence ao continente americano
p /A q : Sdo Paulo é um estado do Brasil, um pais que pertence ao conti-
nente americano

VipAq)=V([Pp)AV(Q)=VAV=V

1.7.3 Disjungao

Chamamos de disjungéo de duas proposicées p € q a proposi¢ao resultante da
operagao p V q, cujo valor l6gico é V quando uma das proposi¢des € verdadeira
e F apenas quando ambas sao falsas. A expresséo p V q é lida como “p ou q”.
A tabela-verdade para o operador binario disjunc¢ao (note que V atua sobre dois

argumentos) é dada por:



PlajlrVyq
Vv Vv
VIF| V
FlV] Vv
FIF| F

Exemplos:

e p : Lula foi presidente do Brasil
q : Lula nasceu na Russia
p V q : Lula foi presidente do Brasil ou nasceu na Russia

V(pVq)=V(p)V V(g) = VVF=V

e 1 : Albert Einstein foi um bombeiro
s : Albert Einstein nasceu no Brasil
Vs : Albert Einstein foi bombeiro ou nasceu no Brasil

V(rVs)=V(r)VV(s)=FVF=F

e 1 :um carro flex € movido a etanol
s : um carro flex € movido a gasolina
Vs :um carro flex € movido a etanol ou a gasolina

VrvVs)=V(r)VV(is)=VVV=V

1.7.4 Disjungéo exclusiva

Chamamos de disjungdo exclusiva de duas proposi¢des p € q a proposi¢ao re-
sultante da operagao p V (, cujo valor l6gico € V somente quando V(p) # V(q)
e F quando V(p) = V(q), ou seja, quando sdo ambas falsas ou ambas verdadei-
ras. A expressao p V q é lida como “p ou q, mas ndo ambas”, “p ou exclusivo
q”, ou ainda “ou p, ou q”. A tabela-verdade para o operador binério disjun¢éo

exclusiva é dada por:
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PlajPVMq
\ARY

VIF| V
FlV| Vv
FIF| F

Em algumas proposigées compostas, somente uma de suas componentes
pode ser verdadeira, pois sdo mutuamente exclusivas. Por exemplo, se alguém

nasce em um estado, ndo pode ter nascido em outro.

Exemplos:

e p : Antdnio é paulista (V)
q : Anténio é mineiro
p V q : ou Antonio é paulista ou € mineiro

VipVq)=Vp)VV(qQ=VVF=V

e 1 : 0 Rio de Janeiro fica na regido Sudeste
s : Pernambuco fica na regido Nordeste
TV s : ou o Rio de Janeiro fica no Sudeste ou Pernambuco fica no Nordeste

VrVs)=V(r)VV(s)=VVV=F

1.7.5 Condicional

Chamamos de condicional toda proposicao que é definida da forma “se p, entao
q”, representada por p — ¢, e cujo valor l6gico é F somente quando p € verda-
deira e q € falsa. A expressédo p — ¢ € lida como “p implica q” ou simplesmente
“se p, entdo q”, de modo que seu resultado é F somente quando uma proposi-
cao verdadeira implica em falsidade. O oposto, ou seja, uma proposicao falsa
implicando em verdade, resulta em V, o que significa que p — q é sempre V

quando p é falso. Em outras palavras, essa definigao nos diz que de uma decla-



racao falsa podemos concluir qualquer coisa, que o resultado sera logicamente
verdadeiro. Em uma condicional, as proposi¢des p e q sdo denominadas de an-
tecedente e consequente, respectivamente. A tabela-verdade para o operador

binario implicacdo é dada por:

Pld|p—d
AR Y
VIF| F
FlV
F|F

Exemplos:

e p : Carlos mora em Fortaleza
q : Carlos mora no Ceara
p — q : se Carlos mora em Fortaleza, entdo ele mora no Ceara

Vip—q)=V(p) = V(@ =V-=V=V

e 1 : Minas Gerais esta localizado na regiao Sudeste do Brasil
s : Alagoas esta localizado na regidao Sul do Brasil
r — s : se Minas Gerais esta localizado na regido Sudeste, entdo Alagoas
localiza-se na regiao Sul

Vir—s)=V(r) = V(s)=V—-F=F

e w : Alagoas est4 localizado na regido Sul do Brasil
u : Minas Gerais esta localizado na regiao Norte do Brasil
w — u : se Alagoas esta localizado na regido Sul do Brasil, entdo Minas
Gerais localiza-se na regiao Norte

Viw—=u)=Vw)=Vul=F—oF=V

Note que, se 0 consequente é verdadeiro, pouco importa o valor l6gico do

antecedente, pois a condicional sera sempre verdadeira. Vale ressaltar também
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que p — g nao nos diz que q € uma consequéncia de p, ou seja, ndo podemos

afirmar que € possivel deduzir q a partir de p.

1.7.6 Bicondicional

Chamamos de bicondicional toda proposi¢cao que é definida da forma “p, se
e somente se q”, representada por p < q, e cujo valor l6gico € V quando
V(p) = V(q) e F quando V(p) # V(q). Em outras palavras, o operador bicon-
dicional nada mais é que a dupla aplicacao do operador condicional, ou seja, o
resultado de uma bicondicional é V apenas quando p — q € ¢ — p sdo ambas

verdadeiras. A tabela-verdade para o operador binario bicondicional é dada por:

Pld|ped
viv| v
VIF| F
FlV| F
FIF| Vv

Exemplos:

e p : um tridngulo tem 3 lados
q : um quadrado tem 4 lados
p < q : um tridngulo tem 3 lados se e somente se um quadrado tem 4
lados

Vipe=q)=Vp) = V(g =Vea V=V

e 1 : Carolina é paulista (V)
s : Carolina nasceu no Rio de Janeiro
T+ s : Carolina é paulista se e somente se nasceu no Rio de Janeiro

Vires)=V(r) = V() =V« F=F

e w : uma hora tem 10 minutos



u : um dia tem 40 horas
w < u : uma hora tem 10 minutos se e somente se um dia tem 40 horas

Vweu)=Viw) e Viu) =FoF=V

Da mesma forma que a condicional, ndo podemos dizer que p é conse-

guéncia de q ou vice-versa. Trata-se apenas de um conectivo logico.
1.8 Precedéncia dos operadores I6gicos

Uma questao importante ao analisarmos uma proposicado composta é a deter-
minacao de qual operagao deve ser realizada primeiro. Uma maneira eficiente
de explicitar isso € através da utilizagao de paréntesis para agrupar operagoes
l6gicas. Porém, as vezes a utilizagdo de muitos paréntesis pode dificultar a lei-
tura de uma determinada proposi¢cdo. Dessa forma, é interessante definirmos
a precedéncia dos operadores l6gicos. A tabela a seguir mostra a precedéncia
dos conectivos logicos estudados até o momento. Quanto maior o valor asso-
ciado ao operador, maior a sua prioridade. A definicdo de precedéncia é fun-
damental para uma avaliacao correta de qualquer expressao légica. Por essa
razao, para evitar possiveis interpretagdes errbneas, recomenda-se fortemente
que seja adotado um esquema de parentizacdo adequado com o intuito de evi-

denciar a precedéncia das operacoes.

Assim, a proposigéo p /\ q V r deve ser entendida como (p A q) V r. Ana-
logamente, p — q V r deve ser entendida como p — (q \V r). Como o operador
— tem precedencia menor, a proposi¢cédo p «+ p — q deve ser entendida como
p < (p — q). Porém, em alguns casos as regras de precedéncia dos opera-
dores ndo sdo suficientes para remover todas as ambiguidades. E o caso da

proposi¢do p — q — 1, que pode ser entendida tanto como (p — q) — r quanto
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p — (q — r), dependendo da parentizagdo adotada (Nicoletti, 2009).

1.9 Formulas bem-formadas

Dizemos que uma proposi¢cdo composta por outras proposi¢coes € uma formula
bem-formada, ou WFF (Well-Formed Formula) se ela define uma sentenca 16-
gica valida (é uma sentenca vélida dentro da gramatica da légica proposicional).

Uma WFF é definida recursivamente como (NICOLETTI, 2009):

os simbolos V e F sao WFFs

um atomo é uma WFF

se p € uma WFF, —p também é uma WFF

e sep e qsaoduas WFFs, p x q, onde x representa qualquer um dos opera-

dores binarios vistos anteriormente, também é uma WFF

Como exemplos de férmulas bem-formadas, podemos citar as expressoes

p—=(qAT), ~qA((-TAs) & (p——qg)) e ((p—q)A\p) — —P.

1.9.1 Clausulas

Um tipo de férmula bem-formada de particular interesse sao as clausulas, muito
utilizadas no estudo de formas normais e na programacao de computadores em
linguagem Prolog. Uma clausula nada mais é que uma disjun¢éo de proposigoes

atdbmicas (ou sua negacgao), ou seja, € uma expressao da forma:

C=LiVLV...VL, (1.1)

onde L;, i = 1,...,n é um atomo qualquer (i.e., «) ou sua negagao (i.e., ~«).

Por exemplo, as expressdes (p V —q V' r) e (—rV q) sao clausulas.



1.10 Conclusoes

A presente unidade apresentou os fundamentos basicos da l6gica proposicional.
Foram apresentados os conceitos de proposi¢édo, valores légicos, operadores
l6gicos e tabelas-verdade. Na préxima unidade veremos como construir tabelas-
verdade para proposi¢cées compostas com um numero arbitrario de dtomos, o
que é extremamente importante no estudo ndo somente da légica proposicional,

como também da I6gica digital, em especial no projeto de circuitos digitais.
1.11 Estudos complementares

Como forma de complementar o que vimos nesta unidade, esta secao propde al-
guns tépicos relacionados ao estudo dos paradoxos. Conforme mencionado na
introducdo desta unidade, alguns deles foram (e ainda s&o) muito importantes
para o avango de diversas areas da ciéncia. Sao listados a seguir alguns dos
mais conhecidos paradoxos existentes como sugestao de tépicos a serem pes-

quisados na Internet.

O paradoxo de Olbers

O paradoxo de Fermi

O paradoxo de Russell

O paradoxo de Zenao

O paradoxo do hotel de Hilbert

O paradoxo do barbeiro

O paradoxo de Monty Hall

O paradoxo do quadrado perdido

O paradoxo do enforcamento inesperado (ou da prova surpresa)

O paradoxo do gato de Schrédinger
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O paradoxo da rede rodoviaria (paradoxo de Braess)

O paradoxo de Sao Petesburgo

O paradoxo de Abilene

O dilema do prisioneiro

QOutros links interessantes sobre o tema:

<http://pt.wikipedia.org/wiki/Paradoxo>.

<http://www.unesp.br/~jroberto/paradox.htm>.

1.12 Exercicios

A seguir encontra-se uma série de exercicios sobre o topico abordado nesta
unidade. Tais exercicios foram extraidos de Nicoletti (2009), Daghlian (2009) e

Alencar Filho (2002).

1) As sentencas a seguir estdo escritas em linguagem natural. Escreva cada
uma delas usando a linguagem da Logica Proposicional (LP), definindo cada
proposigao utilizada.

Exemplo: Se chove, entdo as ruas ficam molhadas.

p: chove q: as ruas ficam molhadas EmLP:p —q

a) J6ao é magro ou Maria ndo é brasileira.

b) Se Maria estuda bastante, entao ela vai ao cinema.

¢) Antdnio vai ao cinema se e somente se o filme for uma comédia.

d) Ou Maria irda ao cinema e Jodo nao, ou Maria nao ira e Joao ira.

e) Duas criancas tem 0 mesmo tio se e somente se elas tém a mesma mée
€ 0 mesmo pai.

fySei>j,entdo (i—1) >jsendoj = 3.

2) Sejam as proposigoes p: esta frio e q: esta chovendo. Escrever em linguagem

natural as seguintes proposi¢cdes:



a) —p
b)p/Aq
c)pVq
dgep
e)p——q
fypV—q
9)—pPA—q
h)p < —q
) (pA—g) =P
3) Determinar V(p) e V(q) em cada um dos seguintes casos, indicando quando
nao for possivel:
a)Vip—q)=VeVpAq)=F
b)Vip—q)=VeV(pVq) =F
c)Vipeq)=VeVipAq) =V

dVipeogq)=FeVipAgq) =V
4) Para quais valores légicosdepe gsetem V(p Aq)=V(p—q) ?

5) Se V(p) = V(q) = Ve V(r) = V(s) = F, determine os valores légicos das
seguintes proposigoes:

a)pVr

b) TA(p —s)

c) 7pV =(rAs)

d) =(q & (=pAs))

e)(p=aVig——p)

) (p =g A(mr—s)

9) ~~(=g A (pA=s))

h) =g A ((-TAs) & (p — —q))
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)—(p—(q—71)) —s
6) Determine os valores l6gicos das proposi¢des a seguir, justificando os casos
nos quais os dados forem insuficientes:
a)—p — (qV —r),dado que V(r) =F
b) (p « q) V (q — —p), sabendo que V(q) =V
c)p/\(—q— (r/As)), sabendo que V(p) =F
d) (-p V1) — (q — s), sabendo que V(q) = F
e) (p — r)/\s, sabendo que V(r) =V
f)p — (rVs), sabendo que V(r) =V
9) (p/\q) & 1, sabendo que V(q) =V
h) ((p — q) Ap) — —p, sabendo que V(p) =F

i)p — (—q /A7), sabendoque V(q) =Fe V(r) =V
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UNIDADE 2

Tabelas-verdade: interpretacao, tautologias
e contradicOes logicas






2.1 Primeiras palavras

Ao estudarmos proposigdes compostas, deparamo-nos com férmulas que envol-
vem um numero arbitrario (finito) de atomos e operadores l6gicos. Na unidade
anterior vimos como definir tabelas-verdade para o caso de proposi¢coes que
continham apenas um conectivo légico, como, por exemplo, as expressdes p/\ q
ou p — q. O objetivo desta unidade é mostrar como podemos construir tabelas-

verdade para expressdes mais gerais.

2.2 Problematizando o tema

Suponha, por exemplo, que desejamos responder a seguinte pergunta: sera que
existem proposicoes logicas validas (férmulas bem-formadas) que sao sempre
verdadeiras, independentemente dos valores l6gicos de seus dtomos? Se a re-
sposta for sim, entdo obviamente, a negacao de tais proposicoes sera sempre
falsa. Em outras palavras, estamos interessados em investigar se uma proposi-
¢ao pode ser verdadeira mesmo quando todos os seus valores I6gicos sao es-
colhidos arbitrariamente. Essas sao justamente duas das perguntas que a pre-
sente unidade respondera. Ainda, aprenderemos como essas perguntas estao
diretamente relacionadas a trés conceitos fundamentais da légica matematica:

tautologia, contradicao e contingéncia.

2.3 Construcao da tabela-verdade

Para construirmos a tabela-verdade referente a uma proposicdo composta, de-

vemos proceder de acordo com 0s seguintes passos:

e Determinar o nimero de linhas da tabela-verdade resultante. Esse nimero

seraigual a 2™, no qual n € o numero total de atomos na expressao.

e Observar a precedéncia entre os operadores I6gicos, pois isso determina a

ordem em que devemos construir as colunas da tabela. Deve-se preencher
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primeiro as colunas dos simbolos atémicos, continuando o processo de
forma a respeitar a prioridade das operagdes logicas, atentando sempre

para agrupamentos construidos usando os paréntesis.

e Aplicar as definigbes das operagdes logicas, conforme visto na Unidade 1,
ou seja, efetivamente realizar a operacao l6gica definida de acordo com o

item anterior.

Uma observagéo relevante é quanto a inicializagéo da tabela-verdade, ou
seja, o preenchimento dos simbolos atémicos. Por exemplo, no caso de existi-
rem 4 atomos distintos na proposi¢cdo composta, teremos que o total de linhas
da tabela-verdade sera 2* = 16. Assim, os grupos de valores V e F devem se
alternar de 8 em 8 para o primeiro atomo, de 4 em 4 para o segundo, de 2 em 2
para o terceiro e de 1 em 1 para o quarto, de modo a gerar todas as possiveis
combinacoes de V e F para 4 variaveis l6gicas. Os exemplos a seguir, extraidos
de Alencar Filho (2002) e Daghlian (2009), ilustram o processo de construcao

da tabela-verdade para a proposi¢éo —(p /A —q).

Exemplo 1: construa a tabela-verdade de P = —(p /A —q).
Solugao:

O primeiro passo consiste na formag¢ao do par de colunas referentes a cada

um dos dtomos de P, p e q.

q||—q|p/A—q|—=(pA—q)




A seguir, devemos preencher a coluna referente a —q, pois o operador

negacgao € o de maior prioridade, resultando em:

pla|—q|pA~q|=(pA—q)
V|V| F
V|IF| V
FIV|F
FIF| V

Como existe um paréntesis agrupando atomos, a proxima operacao a ser
aplicada é p /A —q, pois a seguir, a negagado devera ser aplicada ao resultado

dessa operagao.

qa|(—q9|pA—=q|—-(pA—q)

Por fim, a ultima coluna da tabela-verdade a ser preenchida é a proposicéao

composta em si, levando ao resultado final.

Plg||—q|pA—q|—=(p/A—q)
VIV F F \Y
VIF| V \Y F
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Exemplo 2: construa a tabela-verdade para P =—(p A q) V —~(p < q).

Solugao:

Pla|pAgq|=(pAQ |peoq|-peq)|=(PAGV=(peq)
Viv|] Vv F % F F

VIF| F \% F 1% %

FlVv| F % F 1% %

FI|F| F % \% F %

Exemplo 3: construa a tabela-verdade da proposi¢do P = (p V —r) —

(q/\—r).

Solugao:
plg|r|-r|lpVTr|gA—-T|(pV—-T)—=(qA—T)
VIVI|IV]| F F F
VIVIF|V \% \% \%
VIF|V]| F \% F F
VIF|F||V] Vv F F
FIV|V|F F F \%
FIVIF|V \% \% \%
FIF|V|F| F F \%
FIF|F|V \% F F

Exemplo 4: gere a tabela-verdade de P = (p — (—qVr))A—=(qV(p & —1)).

Solugéo:



pla|r||—q|r|qVr|peo-r|qV(per) | (qVipeT) | p—o(qVr) | P
VIVI|V]| F|F % F F % F
VIVIF| F |V F % % F F F
VIF|IV|V]|F \% F F \% % \%
VIFIF|VI|V] Vv \% \% F \% F
FIV|V|] F|F % % % F % F
FlV F |V F F % F 1% F
FIF|V F \% \Y% F \% F
FI|F|F \% F F \Y% \Y% \%

Existem outros métodos para a construcao de tabelas-verdade. Para nos-
sos propositos, a abordagem apresentada aqui € plenamente suficiente, por isso
nao iremos discutir outras metodologias. Para maiores detalhes sobre esse as-

sunto recomenda-se a leitura de Alencar Filho (2002).

2.4 Tautologias, contradicoes e contingéncias

Até entdo, aprendemos como construir tabelas-verdade para proposicées com-
postas gerais. Neste momento, uma pergunta natural é: sera que existem pro-
posi¢cdes compostas que sdo sempre verdadeiras (ou falsas), independente dos
valores l6gicos que seus atomos assumem? O objetivo desta secédo é justa-
mente responder esse tipo de questionamento, utilizando tabelas-verdade como

mecanismo para identificacao de tais situacoes.

2.4.1 Tautologias

Chamamos de tautologia toda proposi¢cdo composta cuja tltima coluna da tabela-
verdade é inteiramente composta por valores l6gicos V. Em outras palavras, é
uma proposicao cujo valor l6gico é sempre verdade, ou seja, ela é sempre ver-

dadeira independentemente dos valores de suas proposicoes atdbmicas.

Dois exemplos interessantes de tautologia sao os principios fundamentais
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da légica matematica. O principio da ndo contradicdo nos diz que uma propo-
sicdo nao pode ser verdadeira e falsa ao mesno tempo. Para verificar tal fato,
basta construirmos a tabela-verdade da proposigcdo composta P = —(p /A —p).

Note que P é sempre verdadeira, independente do valor de p.

“p|pA7p | ~(PATP)

Da mesma forma, o principio do terceiro excluido também é uma tautologia.

Basta verificar a tabela-verdade da proposi¢géo P =p V —p.
A seguir, veremos mais alguns exemplos de proposi¢oes tautolégicas.
Exemplo 5: mostre que a proposi¢do P =p VvV —(p /A q) € uma tautologia.
Solucéo:

Construindo a tabela-verdade de P, observamos que P é sempre verda-

deira, o que significa que a proposicao € uma tautologia.

Plag|pAg|~(pAqQ PV —(pAq)
VIV Vv F

VIF| F \% %
FlV| F \% %
F|F| F \% %

Exemplo 6: mostre que P =p V (q /A —q) < p € uma tautologia.
Solucao:
Para mostrar que P é uma proposicao tautolégica, basta construir sua

tabela-verdade.
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PlAd|=q|qNA~q|pV(qQA—q)|pVI(qQA—q) &P
V|V| F F %
V|F| V F %
FIV| F F F \%
FIF| V F F %

Exemplo 7: mostre que a proposicdo P = (p A1) — (—q V 1) € uma
tautologia.

Solugao:

Construindo a tabela-verdade de P, temos que a ultima coluna é composta

apenas de elementos V, mostrando que P é sempre verdadeira.

Plgq|T|a|pAT|=qVT|(pAT)=(7qVT)
VIV|V|] F| V % %
V|V|F| F| F F %
VIFIV|V ]| V % %
VIF|F| V| F % %
FIVIV| F| F 1% %
FIV|F| F| F F %
F|F|V F %
F|F|F F %

2.4.2 Contradicao

O conceito de contradicdo é dual ao de tautologia. Chamamos de contradicao
toda proposi¢cdo composta cuja ultima coluna da tabela-verdade é inteiramente
composta por valores I6gicos F. Em outras palavras, € uma proposicao que €
sempre falsa, independentemente dos valores de suas proposicoes atdbmicas. A

definigdo a seguir relaciona os conceitos de tautologia e contradicao.
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Definicao: seja P uma proposigao. Entdo, P € uma tautologia se e somente
se —P é uma contradicao.

O que essa definicao nos diz é algo bastante intuitivo. Em outras palavras,
a negacao de uma tautologia € sempre uma contradicdo e a negacao de uma
contradigao € sempre uma tautologia. Veremos a seguir uma série de exemplos

de contradicbes.
Exemplo 8: mostre que a proposigao P = (p /A —p) é uma contradicao.
Solugéao:

Construindo a tabela-verdade de P, verificamos que a ultima coluna é com-

posta apenas de elementos F, mostrando que P é sempre falsa.

—p | (p/A—p)
V| F F
Fll Vv F

Esse resultado nos diz que uma proposicao jamais pode ser simultanea-

mente verdadeira e falsa.

Exemplo 9: mostre que a proposigéo P = (p/Aq) A—(pV q) € uma contra-
dicao.

Solugao:

Construindo a tabela-verdade de P, temos:

Pla|pAgipVag|=(pVa) | pPAgA=(pPVq)
vViv|] Vv \% F F
V|F|| F \% F F
F|V| F \% F F
F|F| F F % F




Portanto, P € uma contradicao.

Exemplo 10: mostre que a proposi¢cao —p A (p /A —q) é uma contradicao.

Solugao: para mostrar que P é uma contradigdo, basta construir sua tabela-

verdade.

Plag||P|q|pA=q|pA(PATq)
V|V| F|F F F
V|F| F |V \% F
F|V F F F
F|F \% F F

2.4.3 Contingéncias

Chamamos de contingéncia toda proposigdo composta em que na ultima co-
luna da tabela-verdade ocorrem os valores l6gicos V e F pelo menos uma vez
cada. Resumindo, trata-se de uma proposicao que nao é nem tautologia, nem
contradigédo, sendo muitas vezes denominadas de proposi¢des indeterminadas.

A seguir, veremos diversos exemplos nos quais isso acontece.

Exemplo 11: determine se a proposicao P = (pVV q) — p € uma tautologia,
contradi¢cdo ou contingéncia.

Solugéo: construindo a tabela-verdade de P, verificamos que a ultima co-
luna é composta tanto por elementos V quanto por elementos F, mostrando que

P é uma contingéncia.

PlalpVag|pVag —p
vViv| Vv %
VIF| V %
FIV| V F
FI|F| F \%
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Exemplo 12: determine se a proposicdo P = (p A q) V (p A1) € uma

tautologia, contradigado ou contingéncia.

Solucao: construindo a tabela-verdade de P, verificamos:

pla|T|pAq|pAT|[(PAGV(pAT)
Viviv|] Vv % \%
V|VI|F F \%
VIF|V| F % \%
VIF|F| F F F
FIV|V]| F F F
FIV|F| F F F
FIF|V| F F F
FI|F|F| F F F

Portanto, P € uma contingéncia. Ao fim da unidade sao propostos alguns
exercicios de fixagdo sobre o tema abordado. Tais exercicios foram original-

mente propostos em Daghlian (2009).

2.5 Conclusoes

A presente unidade apresentou de maneira bastante objetiva como podemos
construir tabelas-verdade para proposicdes compostas em geral. Além disso,
foram apresentados trés conceitos fundamentais relacionados a seméantica da
l6gica proposicional que sao as tautologias, as contradicoes e as contingéncias.
Na préxima unidade estudaremos outros dois conceitos primordiais do célculo

proposicional: consequéncia e equivaléncia légicas.

2.6 Estudos complementares

Para se aprofundar mais no tema tratado nesta unidade, recomendamos as refe-

réncias Souza (2008) e Nicoletti (2009). Os leitores poderao encontrar diversas



definicoes formais e resultados que foram omitidos neste texto, mas que sao

fundamentais para um tratamento matematico mais rigoroso.

2.7 Exercicios

1) Construa tabelas-verdades para as seguintes proposicdes compostas:

a) ~(pAq) b) ~(p — —q)
c)(pAg)— (pVa) d)—p —(q—p)
e)(p—4q)— (pAq) f)(pe—q)—= (—pAq)
9) pAT) = (qVT) hyp—oreqVor

Dp—=pP—"1)=(qVr) H(pVqg —=1)V(pe=(qV—T)

2) Sabendo que V(p) = V(r) = Ve V(q) = V(s) = F, determinar o valor l6gico
de cada uma das proposic¢oes:

a) (p/Aq) e« (rA—s)

b) (=p—=q) = (s =)

C)p——q« (pVr)As

d) (pAg)A(rAs) = (pVs)

3) Determine quais das seguintes proposi¢cdes sdo tautologias, contradi¢cdes ou
contingéncias.

a)p—(—p—q)

b) (—pVaq)—(p—q)

c)p—(ad—(q—rp))

d((p—=dq)=q —p

e)(pV—q)—(p——q)

(=pV—-dq)—=(p—q

gpr—((pVaVr)

h) (pAq)— (p = (qgVT) 41
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)(q—p)—=p—2q)
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UNIDADE 3

Consequéncia e equivaléncia logicas






3.1 Primeiras palavras

Vimos na unidade anterior como construir tabelas-verdade para proposicdes
compostas em geral. O objetivo desta unidade € mostrar como podemos uti-
lizar essa ferramenta poderosa (tabela-verdade) para resolver dois problemas

em particular:

e Determinar se uma proposicao € consequéncia légica de um dado conjunto

de proposicoes;

e Determinar se duas proposi¢cdes sao equivalentes.

O conceito de consequéncia logica esta diretamente relacionado com a
ideia de prova ou deducao, na qual uma conclusao pode ser obtida a partir de
um conjunto de proposi¢cées denominadas premissas, ao passo que 0 conceito
de equivaléncia l6gica esta diretamente relacionado com a ideia de igualdade de
proposicoes, sendo muito importante na definicdo de propriedades fundamen-

tais da algebra proposicional, como, por exemplo, as Leis de De Morgan.

3.2 Problematizando o tema

Em termos praticos, o problema de determinar se uma proposi¢ao é consequén-
cia légica de um dado conjunto de proposi¢des consiste em, dado um conjunto
de proposi¢cées @ (que pode conter somente uma proposicdo), em geral de-
nominado de conjunto de premissas, determinar se uma dada proposi¢do P é
consequéncia logica de tais proposigdes, ou seja, determinar se a proposicao
P é verdade sempre que as proposicoes pertencentes a @ forem verdadeiras.
Ja o problema de determinar se duas proposi¢des sdo equivalentes consiste em
determinar se duas ou mais proposi¢coes sao “idénticas”, condicdo que ocorre
quando suas tabelas-verdade sao exatamente iguais. Esses dois conceitos sdo
fundamentais dentro do célculo proposicional, pois sdo a base para a definicao

das regras de inferéncia, que serao discutidas na unidade 5.
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3.3 Consequéncia ldgica

Esta secdo mostra como podemos determinar se uma proposicao P é conse-
quéncia légica de um conjunto de proposigées. Além disso, veremos alguns
resultados que nos auxiliam na solugao desse problema. Primeiramente, € ne-
cessario uma definicdo para este conceito.

Definicao 3.1: dadas as proposigbes P;, Py, ..., Py, dizemos que Q é con-

sequéncia légica de P,P,,...,P, se e somente se a seguinte regra sempre

for vélida: se Py, P,..., P, forem todas simultaneamente verdadeiras, ou seja,
V(P;) = V(Py) = --- = V(P,) = V, entdo, Q também é verdade, ou seja,
V(Q) = V. Se Q é consequéncia Iégica de Py, P,,...,P,, utilizaremos a se-

guinte notacao:

P])PZ)---)PTI’:Q (31)

Vejamos um primeiro exemplo bastante simples que ilustra o conceito.
Exemplo 1: verifiqgue que p \VV q é consequéncia logica de p.

Solucao:

O primeiro passo consiste na construcao das tabelas-verdade das propo-

si¢cdes envolvidas, neste caso, p e (p V q).

PlajrVdq
VIV| V |«
VIF| VvV | &
FlVv]| Vv
FIF|| F

O préximo passo consiste em observar as colunas de p e p \V q. Note que
p V q tem valor l6gico V sempre que p € verdade, o que significa que podemos

escrever p EpV q, ou seja, p \V q é consequéncia logica de p. Note, entretanto,



que nao podemos dizer que p é consequéncia légica de p \VV q, uma vez que,
como indica a terceira linha da tabela acima, existe uma situagdo em que p V
q assume valor légico V e p assume valor logico F. O exemplo a seguir, de
Nicoletti (2009), ilustra 0 caso no qual desejamos verificar se uma proposicao é

consequéncia l6gica de um conjunto de proposi¢cdes dadas.

Exemplo 2: considere as proposicbes P =p — q, Q =1 - se R =
(pVr)— (qVs). Verifiqgue se R é consequéncia légica de P, Q.

Solugao:

Assim como no caso anterior, iniciaremos com a construcdo da tabela-

verdade.

plg|r|s|(p=a)|(r=s)|(pVr)|(qVs)|(pVT)—=(qVs)
Viv|iVv |V \Y Vv Vv Vv A% —
VIV|IVI|F V F V vV Vv
VIV|IF|V Vv Vv \% Vv \% —
VIV|IF|F V Vv Vv Vv A% —
VIF|V|V F \% \ Vv 1\
VIF|V|F F F \Y F F
VIF|F|V F V Vv Vv Vv
VIF|F|F F V V F F
FIV|IV|V V vV Vv Vv A% —
FIV|V|F \% F Vv Vv \
FIV|F|V \Y Vv F Vv A% —
FIV|F|F Vv Vv F Vv A% —
FIF|V]|V \% \% \% \% Vv —
FIF|V|F \Y F Vv F F
FIF|F|V V F Vv —
FIF|F|F Vv F F =
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Observando a tabela acima podemos perceber a seguinte situacéo: sempre
que P e Q sao simultaneamente verdadeiras, isto é, V(P) = V(Q) = V (o que
ocorre nas linhas destacadas), R assume apenas valores logicos V. Em outras
palavras, isso significa que R € consequéncia légica de P e Q, ou seja, P,Q = R.

O resultado que veremos a seguir fornece uma outra alternativa para veri-
ficar se uma proposicao é consequéncia l6gica de um dado conjunto de propo-
si¢cdes. Ele relaciona os conceitos de tautologia e consequéncia légica. Este re-
sultado € enunciado na forma de um teorema, cuja prova sera omitida. Maiores

detalhes sobre a prova deste teorema encontram-se em Nicoletti (2009).

Teorema 3.1: dadas as proposigoes Py, P2, ..., Py, a proposi¢céo Q é con-
sequéncia logica de Py, Py,..., Py, se e somente se (P; AP A--- APL) — Q for

uma tautologia.

Exemplo 3: considere as proposicoes P = (p — q), Q = (g — 1) e
R = (p — r). Verifique se P, Q = R.

Solucao:

Utilizando o resultado do Teorema 3.1, podemos verificar que P,Q = R
mostrando que S = (PAQ) — R,ouainda,S= ((p = q)A\(q—=1)) = (p—1)é

uma tautologia. Para isso, procedemos com a construcao da respectiva tabela-

verdade.
plalr|—=d|(@q=7)|pP=qAq—=r)|(p—T1)|S
VIVI|V % % vV |V
VIVI|F F F F %
VIF|V F % F vV |V
VIF|F F % F F \%
FIVI|V 1% % \% vV |V
FIV|F % F F vV |V
FIF|V] Vv vV
F|F|F % vV |V




Observando a tabela-verdade acima percebe-se claramente que S = ((p —
q)N(qg — 1)) — (p — r) € uma tautologia. Portanto, isto significa que R é
consequéncia légica de P e Q, ou seja, P, Q = R. A consequéncia légica ((p —
q)/\(q — 1)) — (p — r) € uma das regras de inferéncia que iremos estudar nas
préximas unidades, sendo conhecida como regra do Silogismo Hipotético, pois

ela nos permite concluir (p — r) a partirde (p — q) e (q — 7).

Veremos a seguir outro resultado que nos fornece uma outra alternativa
para verificar se uma proposicao é consequéncia légica de um dado conjunto de
proposigcoes. Este resultado, que também sera enunciado na forma de um teo-
rema, é baseado no fato de que uma tautologia nada mais é que a negacao de
uma contradicdo. Estes dois teoremas sao muito importantes na légica propo-

sicional, particularmente em técnicas de provas dedutivas e prova por absurdo.

Teorema 3.2: dadas as proposigdes Pq, P2, ..., Py, a proposicao Q é con-
sequéncia logica de Py, Py, ..., Py, se e somente se (P AP, A--- AP, A—=Q) for

uma contradigao.

A seguir, veremos como o exemplo anterior pode ser resolvido utilizando o

resultado derivado do Teorema 3.2.

Exemplo 4: ainda supondo P = (p — q),Q =(q 2 r)eR = (p — 1),
verifique que P, Q = R, ou seja, que R € consequéncia logica de P e Q, utilizando
o conceito de contradicao.

Solugao:

Utilizando o resultado do Teorema 3.2, podemos verificar que P,Q = R
mostrando que S =PAQA—R,ouainda,S=((p = q)A(q = 1) A—(p —T1)é
uma contradi¢do. Para isso, procedemos com a construgdo da respectiva tabela-

verdade.
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plglr|p=d|@=2r)|po2dA@=T)|(p=r) | (p—=1)|S
VIiv|v % % \% \% F F
VIV|F % F F F % F
VIF|V F % F % F F
VIFI|F F \% F F % F
FIV|V % \% \% \% F F
F|V|F % F F % F F
FIF|V % \% F F
FIF|F \% % F F

Observando a tabela-verdade, fica provado que S = P A Q /A —R é uma
contradigdo, o que automaticamente mostra que P,Q = R, ou seja, que R é

consequéncia légica de P e Q.
3.4 Equivaléncia légica

Esta secdo tem como objetivo apresentar resultados que nos permitam verificar

guando duas ou mais proposi¢des sao logicamente equivalentes.

Definicao 3.2: dizemos que uma proposicao P é logicamente equivalente
a uma proposi¢cao Q, o que é representado como P = Q, se e somente se P
for consequéncia logica de Q e Q for consequéncia logica de P, ou seja, se e

somenteseP=Qe Q = P.

Assim, todos os resultados que foram apresentados na seg¢ao anterior po-
dem ser utilizados aqui. Dessa forma, considerando o Teorema 3.1, P =Q se e
somente se P — Q for uma tautologia, e Q = P se e somente se Q — P for uma
tautologia. Portanto, duas proposi¢cdes P e Q s@o equivalentes, isto €, P = Q,
se e somente se P « Q for uma tautologia. Isso equivale a dizer que duas pro-
posigées sao logicamente equivalentes se e somente se suas tabelas-verdade

forem idénticas. Vejamos alguns exemplos a seguir.



Exemplo 5: mostre que (p — q) = (—pV q).

Solugéo:

Para verificar que (p — q) € logicamente equivalente a (—p V q), basta
verificar que a proposigado (p — q) < (—p V q) é uma tautologia, 0 que em

esséncia é o mesmo que verificar se as tabelas-verdade de (p — q) e (—p V q)

sdo iguais.
PlgP|lp—=q|(pVa | p—qg) e (-pVq)
VIV F % \% %
VIF| F F F %
F|V %
F|F %

A partir da tabela-verdade a equivaléncia légica fica evidenciada, uma vez
que a proposi¢éo composta (p — q) « (—p V q) € uma tautologia. Essa equi-
valéncia significa que temos uma identidade, ou seja, em qualquer método de
deducgdo, prova ou inferéncia podemos substituir uma férmula pela outra, da
mesma forma que na matematica podemos substituir a tangente de um angulo
pela razao entre o0 seno e o cosseno daquele angulo. Isso nos permite intercam-
biar de (p — q) para (—p V q) sempre que precisarmos. Essa é a importancia

de encontrar equivaléncias logicas.
Exemplo 6: sendoP = (pV q) -2 re Q= (p — r) A(q — r), mostre que
= Q.
Solugéo:

Para demonstrar essa equivaléncia l6gica, basta verificarmos que P < Q

€ uma tautologia, o que pode ser feito construindo uma tabela-verdade.
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plajr|PVa [P p—=1)|(q—=T) P Q
viviv] Vv |v]| VvV \% \%
V|VI|F V | F F F F| V
VIF|IV|] Vv |Vv]| VvV vV V| V
V|F|F vV | F F \% F| V
Flviv| v |v| V vV V| V
F|V|F vV |F| V F F| V
FIF|V F % %
FI|F|F F % \%

Como P « Q é uma tautologia, temos que (pVq) = r=(p = 1)/\(q — 7).

Exemplo 7: sendoP =p — (q/A1r)e Q =(p — q) /\ (p — 1), mostre que
P=Q.

Solucao:

Assim como os casos anteriores, para demonstrar essa equivaléncia 16-

gica, basta verificarmos que P « Q € uma tautologia.

plq|T|(@AT)|P|(p—=q)|(p—=T)|Q|P=Q
viviv| v |v| VvV % %
V|V|F F |F % F F| V
V|F|V F | F F % F| V
V|F|F F | F F F F| V
Flviv| v |v| VvV Vv V| V
FIV|F F V]| VvV Vv V| V
FI|F|V F V]| VvV vV V| V
F|F|F F |V] V v V| V




Portanto, concluimos que (p — (g A7) = ((p — q) A (p — 1)), pois
(p—=(qAT) & ((p—q)/\(p— 1)) éuma tautologia.

Exemplo 8: sendoP = (p/Aq) - reQ =p — (q — 1), mostre que P = Q.

Solugao:

Trata-se de mais um caso analogo aos anteriores. Para demonstrar essa

equivaléncia l6gica, basta verificarmos que P «+ Q € uma tautologia.

plalr|(pAg|[P|l(q—1)|Q|P=Q
viviv)i v |v] VvV %
V|V |F F F F| V
V|F|V F |v] Vv |Vv]| V
V|F|F F |v] Vv |Vv]| V
FlV|V F |v] Vv |Vv]| V
F|V|F F |V| F V| Vv
F|F|V F |V V| Vv
F|F|F F |V V| Vv

Portanto, as condicionais (p A q) — re p — (q — 1) sdo equivalentes,
ou seja, (p Aq) - r=p — (q — r). Essa é uma importante equivaléncia
l6gica muito utilizada para deducdes e inferéncias, conhecida como regra da

exportacado-importagao.
3.5 Proposicoes associadas a condicionais

Dada uma proposigéo condicional da forma p — q, podemos associar a ela

outras trés proposigoes condicionais envolvendo apenas os atomos p e q:
e a proposigao reciproca q — p
e a proposi¢do contréria —p — —q

e a proposigao contrapositiva —~q — —p
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Observando a tabela-verdade dessas 4 proposicoes (as 3 descritas mais a

original) podemos verificar duas importantes propriedades.

Plallp—qlda—=p|~p—=—q|~q—"p
viv| v Y Vv
VIF| F Vv F
Flv F F

F|F Vv \

e Propriedade 1: uma condicional e sua contrapositiva sdo equivalentes, ou

seja,p — q=—q — —p.

e Propriedade 2: a reciproca e a contréria de uma condicional p — q sé@o

equivalentes, ou seja, q - p=—p — —q.

Um exemplo ilustrativo em linguagem natural é dado pela seguinte propo-
sicdo condicional: se T € um tridngulo equilatero, entdo, T é iséceles. A contra-

positiva nesse caso seria: se T ndo é isoceles, entdo, T ndo é equilatero.

3.5.1 Equivaléncias notaveis

Existem diversas equivaléncias que sao utlizadas no calculo proposicional como
forma de manipulacao algébrica de proposi¢cdes compostas. Esse assunto é
conhecido como algebra proposicional, e sera justamente o tépico da préxima
unidade. A seguir sdo listadas algumas dessas principais equivaléncias, conhe-

cidas como propriedades dos operadores légicos.

e Dupla negacédo: —(—p) =p

e Leisidempotentes:pVp=pepAp=p

e Leis comutativas: (pV q)=(qVplep/ANq=q/Ap



e Leis associativas: pV (qVr)=(pVqVrepA(gAT)=(pAg) AT
e Leis distributivas: p/A(qVr) = (pAq)V(pAr) e pV(gATr) = (pVq)A(pVr)

e Regra da bicondicional: p < q=(p — q) A (q — p)
3.6 Conclusoes

A presente Unidade apresentou dois conceitos fundamentais para o estudo da
I6gica proposicional: consequéncia e equivaléncia l6gicas que definem a base
para a definicdo das regras de inferéncia. Na proxima unidade estudaremos um
pouco mais sobre algebra proposicional, ou seja, sobre como podemos manipu-
lar formulas para simplifica-las ou encontrar representagées logicamente equi-

valentes sem a necessidade da construcao de tabelas-verdade.

3.7 Estudos complementares

Para os interessados em se aprofundar mais no tema tratado nesta unidade,
recomendamos Souza (2008) e Nicoletti (2010). Os leitores poderao encontrar
uma gama de resultados tedricos bastante relevantes que necessitam de um

tratamento matematico mais formal e rigoroso.

3.8 Exercicios

1) Verifique se as seguintes consequéncias logicas séo validas:
a)(p—q),rA=q) = (p—7)
b) (=p = @)V (rA=q) = (p— 1)
¢)(p—a),(rA=q)=(p—r)
d)=(pVa) e (r—=—q)~qkE(pPA=q VT
e) (P AgAT) = (Fre —g), T (p) =T
p—=(aVr,pE(PAq)

9 (pAq)— (rAs),~(—p)qks
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hypkEmPVaApVrT)
p,~(~(p—4q) FqaV—q
Dpe(qVr),qkEp
K\p,(p/A\Nq) = 1,1 > -sE=q— s
)—p & (mqVor),rApEp
2) Mostre que as seguintes equivaléncias logicas sao validas:
a)~(—pVdq)=(pA—q)
b)pA(qVp)=p
c)ip—=g)AN(p—=1)=p—(qAT)
dp—qVp—-or)=p—-(qVrT)
e)(p—q)—=r=(pA-T)—>q
) ((pVa)A=(r—=s))=—((-pA—q) V(T Vs))
3) Considere a seguinte sentenca como verdadeira:

Se Maria for a escola, entdo Gabriel ou Paula irao, e se Maria nao for a

escola, entdo Paula e Rafael irdo.
a) Escreva a sentenca utilizando a linguagem da légica proposicional.

b) E possivel chegar a conclusdo de quem certamente ira & escola? (Tente
mostrar que ao menos uma das sentengas Paula vai a escola, Gabriel vai a

escola, Rafael vai a escola é consequéncia légica da sentenga dada).

c) Refaca o exercicio trocando o conectivo ou (entre Gabriel ou Paula) pelo

conectivo e. O que acontece nesse caso?
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UNIDADE 4

Algebra proposicional






4.1 Primeiras palavras

A definicdo de uma algebra das proposi¢coes é fundamental para o tratamento
analitico de férmulas da l6gica proposicional. Isso é particularmente importante
nos casos em que a construcio de tabelas-verdade torna-se uma tarefa inviavel
ou demasiadamente trabalhosa. Esta unidade apresenta as principais proprie-
dades dos operadores légicos vistos até o momento, o que define a algebra
proposicional, bem como duas representagdes padrao para sentengas validas

da l6gica proposicional, que sédo as formas normais conjuntiva e disjuntiva.

4.2 Problematizando o tema

Um assunto de fundamental importancia na l6gica proposicional € o estudo da
algebra das proposi¢cdes. Uma pergunta que parece natural neste momento é
justamente a seguinte: é possivel manipular proposic¢ées légicas com o intuito de
simplifica-las ou mesmo reescrevé-las em uma outra representacao equivalente,
assim como acontece com expressoes algébricas da matematica? A resposta
para essa pergunta é justamente o principal objetivo desta unidade, que ira dis-
cutir as principais propriedades dos operadores l6gicos que estudamos anterior-
mente, bem como duas representacdes padrdes para uma proposi¢ao, que sao
as formas normais conjuntiva (FNC) e disjuntiva (FND), importantes tanto na
identificagdo quanto na comparagao de duas ou mais formulas bem-formadas.
Com base nos conceitos que serdo discutidos aqui, sera possivel, por exem-
plo, encontrar proposi¢des logicamente equivalentes a uma dada proposicéo P,
sem a utilizacao de tabelas-verdade. A grande vantagem disso reside no fato de
que, enquanto o numero de proposicoes atdmicas em P cresce linearmente (n),
0 numero de linhas da tabela-verdade cresce exponencialmente (2™), tornando
inviavel sua construgdo. Por essa razao, o estudo da algebra proposicional é

indispensavel.
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4.3 Propriedades dos operadores conjuncao e disjuncao

Nesta se¢do serdo discutidas equivaléncias importantes que sdo amplamente
empregadas na simplificacdo e manipulagéo de expressoes logicas com o intuito
de provar a validade de argumentos. Tais equivaléncias podem ser facilmente

provadas utilizando o método das tabelas-verdade.

Um comentério relevante consiste no significado do termo dual em légica
proposicional. Para qualquer proposicao P definida apenas em termos de sim-
bolos atémicos (p, q,...), simbolos de verdade (V ou F) e dos conectivos A
(conjuncao) e V (disjuncao), seu par dual (proposicao dual a P) é encontrado
substituindo todas as ocorréncias dos simbolos V por F e vice-versa, bem como
todo conectivo /\ por \V e vice-versa. Por exemplo, o dual da proposi¢ao (p/\q)VF
€ a proposicao (pV q) /A V. A seguir & apresentada uma tabela que sumariza as

propriedades basicas dos operadores de conjungao e disjungao.

Leis Nomes
pA—Pp=F Lei da contradigéo
pV-"p=V Lei do terceiro excluido

pAV=p Leis da identidade
pVFE=p
PAF=F Leis da dominagéo
pVV=V
PAP=DP Leis idempotentes
pVp=p
—(—p)=p Lei da dupla negacéao
PpAq=q/Ap Leis comutativas
pVa=qVyp
PAgAT=pA(gAT) Leis associativas
(pVagVr=pV(qVr)
pAQVT)=(pPAqQV(pAT) Leis distributivas
pVAT)I=(PpVgA(PVT)




Note que cada uma das leis indicadas na tabela estdo acompanhadas do

seu dual, mostrando que o que vale para o operador /\ também vale para V.

4.3.1 Leis de De Morgan

Duas equivaléncias logicas extremamente importantes no calculo proposicional
sdo as famosas Leis de De Morgan. Elas sao fundamentais pois nos ensinam
como negar uma conjuncao/disjungdo. As duas Leis de De Morgan sao definidas

pelas seguintes equivaléncias:

e “(pAq)="pV—q

e ~(pVq)=—pA—q

Uma maneira simples de verificar tais equivaléncias € utilizando o método
das tabelas-verdade para mostrar que —(p A\ q) « —p VvV —q é uma tautologia,
com o mesmo sendo valido para o caso das proposi¢cées duais. Observe que

essas leis nos ensinam que:

e A negacgédo de duas proposicdes que sdo simultaneamente verdadeiras

equivale a afirmar que ao menos uma delas é falsa.

e Negar que ao menos uma de duas proposicoes é verdadeira equivale a

afirmar que ambas s&o falsas.

Em outras palavras, as Leis de De Morgan nos dizem que a negacao trans-
forma a conjuncdo em disjungao e vice-versa. Dessa forma, por exemplo, a
negacao da sentenga Carlos acorda cedo e dorme tarde € Carlos ndo acorda
cedo ou ndo dorme tarde. Por outro lado, a negacado da sentenca Ela é pro-
fessora ou médica é Ela ndo é professora e ndo é médica. Outra observagao
pertinente acerca dessas leis € que elas apresentam uma maneira de definir a
conjuncao a partir da disjuncéo e vice-versa, bastando para isso negar as equi-

valéncias apresentadas no inicio desta se¢ao para obter (p A q) = —(—p V —q)
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e(pVq)=—(—p/A—q). Oexemplo a seguir mostra que as Leis de De Morgan
podem ser generalizadas para conjungdes ou disjungdes envolvendo mais que

dois simbolos atémicos.

Exemplo 1: demonstre, utilizando a algebra proposicional, que as Leis de
De Morgan continuam validas para o caso de trés componentes, ou seja,
a) ~(pAgAT)=—PpV—-qV-r

b)-(pVqVr)=—-pA—-qA—r

O item a) pode ser resolvido aplicando a seguinte sequéncia de operagodes:

Proposicdes | Propriedade

1] =(p/ANgqATr) | Associativa

2| —=((pAq)Ar) | De Morgan

3| —=(pAq)V—-r| DeMorgan

4| —pV—qV-r

Para o item b) a solucdo é obtida a partir da aplicagdo da mesma sequéncia
de operagoes. Vale ressaltar que outra possibilidade para mostrar tais equivalén-
cias légicas é utilizar o método das tabelas-verdade. Porém, enquanto o numero
de proposigdes atbmicas cresce linearmente, o tamanho da tabela-verdade au-
menta exponencialmente. Por esse motivo, o estudo da algebra proposicional é

essencial.

4.4 Propriedades da condicional e bicondicional

Frequentemente, proposicées compostas sao definidas em termos de opera-
dores condicionais e bicondicionais. Um procedimento usualmente adotado
na manipulacdo de expressdes que contenham condicionais ou bicondicionais
consiste na eliminagao dos conectivos — e «, através da utilizagdo das equiva-

léncias légicas mostradas na tabela a seguir.



Proposicoes Equivaléncias

1 (p—4q)

PV

2| (peq) (p—aq)A\(g—7p)

3] (peq) |[(PVAA(qVD)

A equivaléncia (3) é mostrada utilizando a tabela-verdade a seguir, na qual

é possivel verificarque P = (p < q) < ((—p V q) A (—q V p)) é uma tautologia.

Pla|~p|q|peq|pVa|—qVp | (tpVagA(=qVp)|P
VIV F|F \% \% % \%
VIF| F |V F F % F \%
F|V F F F F \%
F|F V| Vv \% \% \%

4.4.1 Equivaléncias notaveis

A partir das regras da algebra proposicional e das equivaléncias légicas apre-

sentadas até o momento, podemos derivar outra importante lei conhecida como

a Lei da absorcao. A tabela abaixo mostra essa lei e sua respectiva forma dual,

bem como uma outra importante equivaléncia notavel, que é basicamente uma

generalizacdo da Lei da absorg¢éao.

Equivaléncias Notaveis

Nome

(pVipAg)=p

PAPV@)=p

Lei da absorgao

PAqQV(PAQG)=q
PVaAN(PVQg) =q

—

A seguir provaremos as duas equivaléncias acima utilizando apenas re-
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gras da algebra proposicional. Note que, alternativamente, poderiamos utilizar

tabelas-verdade para esse fim. A demonstracdo a seguir refere-se a prova da

Lei da absorgdo. O simbolo V refere-se ao valor I6gico verdade. Uma obser-

vagao pertinente € com relagdo a passagem da primeira para a segunda linha

da prova. A utilizagdo da propriedade distributiva ocorre de maneira inversa ao

que estamos acostumados, analoga ao que acontece com a operacao de co-

locar uma varidvel em evidéncia, utilizada com frequéncia na manipulagao de

equacdes matematicas.

PV(iPAq) = (pVV)V(pAq)| Identidade
= PA(VVQq) Distributiva
= PAV Dominacao
= P

PAPVq) = (PVEAMpPVq) | Identidade
= pV (FAQ) Distributiva
= pVF Dominagéo
= p

A prova da lei da absor¢ao composta (e dual) segue na tabela abaixo.

PAQV(PAq) = (pAQ)V—TDPIAN(PAQG)VQ)

(VA(QV—=p)A(qV(pAq))

Distributiva

(PV-=PIA(QV—=P)A(QV (pAQq)) Distributiva e comutativa

Terceiro excluido e comutativa

= (qV—-p)\q Identidade e absorgdo

= qA(qV—p) Comutativa

= q Absorgao
(PVaAAFEPVE =  (PVaOA-P VPV AQ) Distributiva

= (pA-P)V(@A-DP)V(qA(PVQ) Distributiva e comutativa

(FV(gA=p))V(gA(qVp))

(@N—P)Vq
qV(qgA—p)

q

Contradigdo e comutativa
Identidade e absorgao

Comutativa

Absorgéo




4.5 Formas normais

Com o que foi apresentado até o momento, podemos observar que existem di-
versas maneiras de escrever uma mesma formula. Por exemplo, as formulas
equivalentes (p — q) Ar = (—p V q) /A r s@o duas representagdes logicas
do mesmo conceito. Uma pergunta natural que surge nesse momento é a se-
guinte: seria possivel criar uma padronizagao para proposi¢cdes compostas, afim
de tornar a comparacao de expressoes algo mais simples e objetivo? Veremos
a seguir que, em muitas situagdes € conveniente adotar uma notacao padréao,
com o objetivo de expressar proposigcdes compostas de maneira Unica. Em re-
sumo, a ideia de normalizar as férmulas visa facilitar tanto a identificagdo quanto
a comparacao de duas ou mais proposigoes.

Duas formas normais s&o particularmente utilizadas para esse fim: a Forma
Normal Conjuntiva (FNC) e a Forma Normal Disjuntiva (FND). Dada qualquer ex-
pressao da l6gica proposicional, € sempre possivel determinar uma expressao
equivalente que esteja representada tanto na Forma Normal Conjuntiva quanto
na Forma Normal Disjuntiva. Nas se¢des a seguir iremos descrever como trans-

formar uma proposigao qualquer para as formas normais.

4.5.1 Forma normal conjuntiva

Dizemos que uma férmula proposicional P estd na Forma Normal Conjuntiva
(FNC) quando P for uma conjungéo p; A p2 A ps /A .../\ pn, €M que cada p;
(1 <1< n)éuma clausula, ou seja, é uma disjuncao de atomos ou um atomo.

Podemos dizer, entdo, que uma férmula P esta na FNC se e somente se:

a. contém como conectivos légicos apenas /\,V e —
b. — opera apenas sobre atomos, isto €, ndo tem alcance sobre A\ e V
€. ndo apresenta operadores de negacao sucessivos, como ——

d. V nao tem alcance sobre /\, ou seja, ndo ha expressées como p \V (q /A )
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Se Q é uma férmula proposicional na forma normal conjuntiva equivalente

a P, entdo Q é referenciada como FNC(P).

Exemplo 2: para a formula proposicional P = (—p V q) — r, temos,

FNC(P)=(—pV—=qVT)A(PV—qVT)IA(pVqVr) (4.1)

Pode-se mostrar que uma FNC é uma tautologia se e somente se cada
elemento da conjunc¢ao for uma tautologia, ou seja, somente se cada clausula for
uma tautologia. As seguintes férmulas proposicionais estao na FNC: p A (q V1),
pAVe—-pA(—qV—-r)As.

Ja a expresséo p /\ (r V (p /\ s)) ndo se encontra na FNC porque a dis-
jungéo (rV (p /\'s)) contém uma conjun¢do como subférmula. Para que uma
expressao possa ser qualificada como uma formula proposicional na FNC, nen-
huma disjungéo deve ter uma conjung@o como subférmula. A seguir veremos
um procedimento para a obtengcao da FNC de uma proposicao logica P através

da construcéo da tabela-verdade.

Tabela 4.1 Procedimento para obtencdo da FNC via tabela-verdade.

1. Construir a tabela-verdade da proposicao P
2. Procurar na tabela-verdade as linhas que avaliam P como F
3. Para cada uma dessas linhas, constroi-se a disjuncao da seguinte maneira:
a) Para cada 4tomo presente na férmula proposicional, se o valor légico do atomo
€V, toma-se —p, e se for F, toma-se p
4. Determinar a conjuncdo das disjungdes obtidas para cada linha F da tabela-
verdade de P
5. Se a proposigao P é uma tautologia (nao ha linha F na tabela-verdade), determina-

se que FNC(P) = p V —p, na qual p é uma férmula atdbmica




Exemplo 3: considere a férmula P = (—p V q) — r. Obtenha FNC(P).
Solugéo:

Construindo a tabela-verdade de P, temos:

plag|r|-p|PVaqg|(pVq —r
VIV|V| F % %
V|V|F| F % F &
VIF|V|F F 1%
V|F|F| F F %
FIVIV|V] V %
FIVIF|V] V F &=
FIF|V|V] V %
FIF|F| V]| V F &

Assim, de acordo com o procedimento descrito na Tabela 4.1, a FNC(P)
sera composta por trés clausulas, cada uma referente a uma linha F da tabela-
verdade de P. Seguindo o procedimento, temos que a segunda linha da tabela-
verdade fornece a cldusula (—p\V—qV/r), a sexta fornece a clausula (p\V—q\VVr) e
a ultima fornece a clausula (p 'V q 'V r). Portanto, temos como solugéo a seguinte

representacéo:

FNC(P)=(—pV—qVT)IA(pV—qVT)A(PVqVrT) (4.2)

4.5.2 Forma normal disjuntiva

Dizemos que uma férmula proposicional P estd na Forma Normal Disjuntiva
(FND) quando P for uma disjuncdo p; V p2 V p3 V...V pn, €m que cada p;
(1 <1< n)é uma conjungao de atomos ou um atomo. Podemos dizer, entao,

que uma férmula P esta na FND se e somente se:
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a. contém como conectivos l6gicos apenas /\,V e —

b. — opera apenas sobre atomos, isto €, ndo tem alcance sobre N\ e V

C. ndo apresenta operadores de negagao sucessivos, como ——

d. /A ndo tem alcance sobre V, ou seja, nao ha expressées como p /A (q V' 1)

Analogamente ao caso anterior, se Q € uma féormula proposicional na forma
normal disjuntiva equivalente a P, entdo, Q € referenciada como FND(P). Como

exemplos de formulas proposicionais que estdo na FNC, podemos citar:

e (pAq)VI(pA—Q)

e pVF

pV(~gA-T)Vs

(PAQVIEAPA—q)V s

Ja a proposi¢éo —(p/\q) Vr néo esta na FND, pois ela contém uma subfor-
mula (ndo atbmica) negada. Apenas subférmulas atémicas podem aparecer
negadas nas formas normais. Isso ocorre porque, de acordo com as Leis de
De Morgan, a férmula anterior ainda poderia ser simplificada. A seguir veremos
um procedimento para a obtencdo da FND de uma proposicédo l6gica P atra-
vés da construcao da tabela-verdade, analogo ao que foi apresentado na segéao

anterior.

Exemplo 4: considere a férmula P = ((qVr) — p)/A\((pVT) — q). Obtenha

FNC(P).

Solucéo:

Construindo a tabela-verdade de P, temos:



pla|r|l@Vr)|pVr)|(@Vr)—=p|(pVr)—q|P
VIiViv| Vv v v V| &
VIVIF| V v v v V| &
VIF|V| V v v F F
VIF|F| F v v F F
FIViV] Vv v F 1% F
FIVIF| Vv F F v F
FIF|V| Vv v F F F
FIF|F| F F v v V| &

De acordo com o procedimento descrito na Tabela 4.2, a FND(P) sera

composta por trés subférmulas, cada uma referente a uma linha V da tabela-

verdade de P. Similarmente ao caso anterior da FNC, ao seguir as instrugdes

do procedimento descrito na tabela 4.2, tem-se:

FND(P) = (p AqAT)V (pAgA=T)V (Zp A=qg /A —T)

Tabela 4.2 Procedimento para obtengéo da FND via tabela-verdade.

(4.3)

1. Construir a tabela-verdade da proposicao P

2. Procurar na tabela-verdade as linhas que avaliam P como V

3. Para cada uma dessas linhas, constroi-se a conjungéo da seguinte maneira:

a) Para cada atomo presente na formula proposicional, se o valor |6gico do atomo

€V, toma-se p, e se for F, toma-se —p

4. Determinar a disjungdo das conjung¢des obtidas para cada linha V da tabela-

verdade de P

5. Se a proposicdo P é uma contradi¢cdo (ndo ha linha V na tabela-verdade),

determina-se que FND(P) = p A —p, na qual p € uma férmula atbmica
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Isso nos permite definir a seguinte equivaléncia:

((qVT) = pIA(PVT) = q) = (PAGAT)V(PAGATT)IV (FpA=q/A—T) (4.4)

4.5.3 Obtencgéao algébrica de formas normais

Podemos obter as formas normais (FNC e FND) de proposigbes légicas dire-
tamente a partir de regras da algebra proposicional, sem a necessidade de
construcao da tabela-verdade. Apresentaremos a discussao em termos da FNC,
sendo que o processo pode ser facilmente adaptado para a FND, modificando

apenas o ultimo passo do procedimento.

A derivacdo da FNC de uma dada proposicao P pode ser realizada por
meio da substituicao de subférmulas por proposi¢cdes equivalentes, sendo que
esse processo deve ser repetido até que a forma normal seja obtida. O procedi-
mento para a obtengdo da FNC é descrito em detalhes na Tabela 4.3, conforme

a definicdo encontrada em Nicoletti (2009).

Exemplo 5: obter a FNC da proposigao légica —((p V —q) /A —r) utilizando
a algebra proposicional.

Solugéo:

“((pV—q)A=-1) = =(pV—q)V (1) De Morgan
= —(pV—q)Vr Dupla negacéao
= —PpA—-(—q)Vr De Morgan

= pAqVr Dupla negagéo

= (pVr)A(qVr) Distributiva




Exemplo 6: obter a FNC da proposigéao logica (p/Aq)V (r/A(s\Vt)) utilizando
a algebra proposicional.

Solugao:

PAQVEAGVEY) =  (PVEAGVY))AQYEA(GVE)) | Distributiva
= (pVIAPVsVHAQVT)A(QVsVt) | Distributiva

Tabela 4.3 Procedimento para obtengdo da FNC via algebra proposicional.

Para a obtencao da forma normal conjuntiva de uma férmula P, os seguintes passos
devem ser seguidos, quando passiveis de aplicagao:

1. Utilizar repetidamente as equivaléncias a seguir para eliminacao dos conectivos
l6gicos — € «»

p—=q="pVg

poq=(pVaA(qVyp)

2. a) Utilizar repetidamente a Lei da dupla negacao para a eliminagdo de negacdes
multiplas:
—(-p)=p

b) Utilizar repetidamente as Leis de De Morgan para a redugao do escopo da
negacgao:
~(pAg)=—pV—q
—(pVg)=-pA—q

3. Quando a expressao obtida nao tiver subférmulas compostas negadas, as duas
leis a seguir sdo utilizadas para reduzir o escopo do operador V' (comutativa e dis-
tributiva):

pVAT)=(pVqgA(pVT)

(PAGVT=(pVTIA(qVT)




Exemplo 7: obter a FNC da expresséao légica P = (—p V q) — r utilizando
tanto a regra da tabela-verdade quanto a sequéncia de regras da algebra propo-
sicional. Mostre a equivaléncia entre P e FNC(P), bem como entre os resultados
obtidos por ambos os métodos.

Solugao:

Primeiramente, devemos construir a tabela-verdade de (—pV q) — r. Note
que ela ja foi construida no Exemplo 2. Observando as linhas F da tabela-
verdade, e de acordo com o procedimento descrito na Tabela 4.1, tem-se FNC(P)
(FpV =gV TIA(PV=qVT)A(pVqVr).

Para néo sobrecarregar a notacéo, considere a seguinte nomeacao de va-
riaveis: Q = (—pV—qVr),R=(pV—qVr),S=(pVqVr). Assim, podemos
verificar a equivaléncia entre P e FNC(P) mostrando que P « (Q ARAS) é uma

tautologia. Isso pode ser feito através da construcao da seguinte tabela-verdade:

plg|T| Pl q|P|Q|R|S|(QARAS)| P (QARAS)
VIV|IV| F|F |V V|V \%
VIVIF|F|F|F|IF|V|V F

VIF|IV| F |V V|V V|V \% \%
VIF|F| F|V|V|V|V]|V \% \%
FIV|V|F|F|V|IV|V]|V \% \%
FIV|F|F | F|F|V|F|V F \%
FIF|V]| F V|V \% \% \%
FIF|F| F FlV F F \%

Assim, como a ultima coluna da tabela-verdade é composta somente por
valores logicos V, (P < (Q AR A'S)) é uma tautologia, o que significa que
P = (QARAS). A determinagdo da FNC de P através das regras da alge-

bra proposicional pode ser realizada de acordo com a seguinte sequéncia de
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passos:

(—pVgq)—r = —(—pVq)V-—-r | Equivaléncia da implicagéo
= (=(p)A—q)Vr De Morgan
= (PA—q)Vr Dupla negacgéo
= (pVr)A(—qVr) Distributiva

A FNC obtida pelo método da tabela-verdade é equivalente & FNC obtida
por meio de equivaléncias légicas. Para evidénciar essa equivaléncia, (Q /AR A
S)=(pVr)A(—qVr), basta verificar que a proposicdo T = (Q/ARAS) « ((pV
) A\ (—qV 1)) é uma tautologia. A tabela-verdade abaixo mostra a equivaléncia

em questao.

plalr|—p|=d[pVr|=qVr | (pVT)IA(=qVT) | (QARAS)|T
VIVIV]|F|F| V % % \% \%
VIVIF| F|F| V F F F \%
VIF|IV]|F|V] V % % \% \%
VIF|IF| F| V] V % % \% %
FIV|V| F|F| V % % % \%
FIV|F| F | F| F F F F %
FIF|V]| F % % \% %
FIF|F| F F F F \%

Portanto, foi mostrado que o resultado obtido por ambos os métodos sao de
fato equivalentes, ou seja, (—pV—qV1r)A(pV—qVT)A(pVqVT) = (pVT)A(—qVT).
Por fim, o procedimento para a obtencdo da FND utilizando as regras da
algebra proposicional € idéntico ao apresentado para a FNC, com excegao do

ultimo passo (3) da Tabela 4.3. A Tabela 4.4 descreve o método em detalhes.
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Tabela 4.4 Procedimento para obtencdo da FND via &lgebra proposicional.

Para a obtencao da forma normal conjuntiva de uma férmula P, os seguintes passos
devem ser seguidos, quando passiveis de aplicag¢ao:

1. Utilizar repetidamente as equivaléncias a seguir para eliminagdo dos conectivos
l6gicos — e «

p—=q="pVgq

peoq=("pVaA(=qVp)

2. a) Utilizar repetidamente a Lei da dupla negacao para a eliminacdo de negacdes
multiplas:
~(-p)=p

b) Utilizar repetidamente as Leis de De Morgan para a reducado do escopo da
negacgao:
—“(pANg)=—pV—q
—(pVdq)=—pA—q

3. Quando a expressao obtida néo tiver subférmulas compostas negadas, as duas
leis a seguir sdo utilizadas para reduzir o escopo do operador A (comutativa e dis-
tributiva):

pAGVT)=(PpAG)VI(PAT)

(PVa)Ar=(pAT)V(GAT)

Exemplo 8: esse exemplo ilustra algumas situa¢des interessantes que po-

dem ocorrer na algebra proposicional. Além disso, trata-se de mais um exercicio

de como aplicar a Lei distributiva ao se utilizar os operadores /\ e V.
a) Obter a FND da proposi¢éao (p VvV q) /\ (1 V s).

Note que, neste caso, a expressao dada se encontra na FNC. Portanto,

para a convertermos em FND ¢é preciso aplicar a Lei distributiva, com o intuito

de reduzir o escopo do operador /\. Assim, distribuindo o operador /A podemos

escrever:

PVAATVs)=(pAFTVs))VIGA(TVs)



Distribuindo novamente os operadores /\ internos, temos:

PAEVS)YVIQATVs)=((pAr)VI(pPAs)V((gAT)V (qAs))

A formula resultante ja estd na FND. Basta remover os paréntesis mais
externos para evidenciar a notagao.

b) Obter a FNC da proposigao (p A q) V (r As).

Agora, temos como ponto de partida uma expressao na FND (dual da pro-
posigao anterior). Distribuindo o operador V, temos:

PAQVEAs)=pVIAs)AQV(rAs))

Distribuindo novamente os operadores V internos, temos:

PV EASPA(QV(rAs) =((pVT)A(PVs)AgVT)A(qVs))

c) Obter a FNC e a FND da proposicéo (p A q) V (rVs).

Note que, neste caso, a proposicao inicial ja se encontra na FND, bastando
remover os paréntesis em torno de r \/ s para evidenciar tal fato. Para escrever-
mos a proposi¢do na FNC, primeiramente devemos utilizar as Leis associativa e
comutativa:

(PAQV(rVs))=(rVI(pAQq)) Vs

Aplicando a distributiva no V mais interno e, em seguida, a Lei comutativa,
temos:

(rV (A Vs=sV(rVp) AV ag)

Aplicando a distributiva no \V mais externo e a Lei associativa, temos final-
mente:

sV(rVpIATVg)=(sVrVp)A(sVTrVQq)

4.6 Conclusoes

A presente unidade apresentou uma introducdo a algebra proposicional, atra-
vés das propriedades dos operadores logicos e de equivaléncias l6gicas im-

portantes. A principal motivacao para este estudo é o fato de a algebra das
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proposicoes definir as bases do célculo proposicional, pois fornece as ferramen-
tas necessarias para que, juntamente com as regras de inferéncia, seja possivel
deduzir conclusoées logicas validas a partir de um conjunto inicial de fatos (pre-
missas). Além disso, foi apresentado o conceito de forma normal, através da
definicdo das formas normais conjuntiva (FNC) e disjuntiva (FND), que além de
ajudar a padronizar a notacao, facilita a identificacdo e comparacao entre duas
ou mais proposicées compostas. Foram discutidos dois métodos para encontrar
a FNC e a FND de proposi¢cdes compostas em geral, um baseado na construgao

de tabelas-verdade e outro na utilizagéo das regras da algebra proposicional.

4.7 Estudos complementares

Para o leitor interessado em se aprofundar no assunto tratado nesta unidade,
recomendamos Rautenberg (2010) e o classico Hilbert & Ackermann (1999).
Em ambos os livros sdo apresentadas discussdes importantes sobre a algebra
proposicional e formas normais, relevantes para um estudo mais formal da I6gica

matematica.

Um assunto diretamente relacionado a esta unidade e de extrema relevan-
cia para a computacéo é a definicdo do operador légico denominado ‘NAO-E’,
usualmente representado por uma barra vertical |. A operagéo p|q é equivalente
a—(p/\q),ousej, plg = —~(p/\ q). Existe um resultado teérico que garante
ser possivel a definicdo de qualquer funcao légica de duas variaveis (V e F, ou 0
e 1) utilizando apenas a funcéo légica ‘NAO-E’. Apesar de teérico, tal resultado
traz uma série de implicacdes praticas, como, por exemplo, o fato de qualquer
circuito digital poder ser construido apenas com um tipo de componente ele-
trénico (as portas logicas ‘NAO-E’), o que representa uma enorme economia no
custo de producéo de placas e dispositivos digitais. Maiores detalhes sobre esse
resultado e a teoria matematica que o fundamenta podem ser encontrados em

Souza (2008).



4.8 Exercicios

1) Utilizar a Lei de De Morgan para negar a sentenga: Rosas sdo vermelhas e

violetas sao azuis.

2) Utilizando tanto o método da tabela-verdade quanto a algebra proposicional,

determine a FNC de cada uma das proposicoes a seguir:

a)p — —q b) ~(p A q)
c)(pANq)Vq dpA—(qVr)
e) ~(pA(qVr) pV(=pAqgAT)

g9~p—=qVpVvg h—=(p—=—q9gAN(PpAq)

3) Utilizando tanto o método da tabela-verdade quanto a algebra proposicional,

determine a FND de cada uma das proposicoes a seguir:

a)—p— (qAT) b) ~qA(q—r1)
c)p—q)V—p d)(—pVq) Vg
e) ~(pA(qgVr) ipVig—1)—s

9)~pVaAls—=t) h)=(pAqAlpVaq)

4) Obtenha uma férmula equivalente a —(p /A q) \V r, apenas com o operador —.

5) Demonstrar, utilizando as regras da algebra proposicional, as Leis de De Mor-

gan para quatro componentes:
a) “(pAgATAS)=—pV—qV-rV—s
b) ~(pVqVrVs)=—pA—qA—-T/A—s

Desafio: o problema de Post (Emil Leon Post, 1897-1954) consiste em determi-
nar se para toda tabela-verdade existe uma férmula que a determine. Em termos
préaticos, dada uma tabela-verdade, deseja-se saber qual € a expressao légica
correspondente. Este problema é muito importante para a computagao, pois é a

base para o projeto de circuitos digitais. Considere a seguinte tabela-verdade:
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< < < <|=
-
< <

Mostre, através da algebra proposicional, que P = ((qVr) — p)A((pVT) —

q). Sugestao: considere a FND de P como ponto de partida.
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UNIDADE 5

Inferéncia ldgica






5.1 Primeiras palavras

Um dos principais objetivos da l6gica matematica, mais precisamente da l6gica
proposicional, é justamente o estudo de estruturas formais que possam ser em-
pregadas na representacao e deducao de conhecimento (SOUZA, 2008, p. 79).
Assim, além de definir uma maneira de representacao do conhecimento (como
pudemos ver nas unidades anteriores), o estudo da légica também compreende
a analise formal de mecanismos de dedugéo de conhecimento a partir de um
dado conjunto de fatos existentes a priori. Isso é justamente a definicdo de cal-

culo proposicional, e sera o tépico abordado nesta unidade.

5.2 Problematizando o tema

O principal problema discutido nesta unidade ¢é a verificacao da validade de uma
concluséo lbgica a partir de um conjunto de proposi¢cdes dadas (premissas).
Sera apresentado um conjunto de regras de inferéncia légica que nos permite,
a partir de um conjunto inicial de fatos, obter conclusdes logicamente validas,
muitas vezes nao 6bvias a primeira vista. Dentro desse contexto, um conceito
fundamental que sera discutido é o de argumento valido, que define a base
do raciocinio l6gico. O principal objetivo desta unidade é justamente verificar
a validade de argumentos, que nada mais sdo que sequéncias de proposi¢oes

I6gicas seguidas de uma concluséo.

5.3 Argumento valido

Podemos expressar padrées de raciocinio de diversas maneiras. Na lingua-
gem natural, em geral, a conclusdo € colocada apds as premissas e indicada
por algumas palavras-chave como entio, logo, portanto, como consequéncia,
conclui-se, etc (NICOLETTI, 2009, p. 45). Dizemos que um argumento é valido
se a conclusdo segue logicamente as premissas ou, em outras palavras, se a

conclusao é uma consequéncia légica das premissas.
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Definicao 5.1: um argumento é uma sequéncia Py, P2, P3,..., P,, de propo-
sicdes, comn > 1, na qual as n — 1 primeiras proposi¢des P; sdo chamadas de
premissas e a Ultima proposicao, P,,, € chamada de conclusdo. Denota-se um

argumento por:

P1,P2,P3y..., Pt F Py (5.1)

Um argumento P;,P,,Ps3,...,P, 1 F P, € dito valido se e somente se
Py, P2, P3,..., Py E Pn, OU seja, se e somente se P, é uma consequéncia
l6gica de Py, P, P3,...,Ph1, O que, conforme visto na Unidade 3, acontece se
(Py AP AP3AL.. NPy 1) — P, for uma tautologia. Um argumento valido pode

ser lido de diversas maneiras, dentre as quais (NICOLETTI, 2009):

e Py,P,,P3,...,P,_1 acarretam P,
e P, decorre de P1, Py, P3,...,Phg

e P, é consequéncia légica de Py, Py, P3,...,Prq

Podemos verificar a validade de um argumento através de tabelas-verdade,
mas isso pode ser um trabalho longo e arduo, uma vez que a dimensao dessa
tabela depende diretamente do numero de atomos existentes na proposi¢éo. Por
exemplo, a verificagdo da validade de um argumento que envolve 8 proposi¢des

atémicas requer a construgao de uma tabela-verdade com 28 = 256 linhas.

Por essa razdo, uma das maneiras mais usuais de mostrar que um determi-
nado argumento é valido é através de um procedimento que faz uso de algumas
regras de inferéncias, que nada mais sdo que argumentos validos notaveis ja
conhecidos (e por isso tabelados), bem como de equivaléncias légicas (através
de regras da algebra proposicional). Esse processo fornece a nogao basica do
conceito de derivacao formal, também conhecido como prova formal, tépico que
serd estudado em maiores detalhes na unidade 6. Esses argumentos validos

notaveis apresentam um conjunto de regras que definem as operacdes basicas



para a realizacao de inferéncias légicas.

Uma observacao relevante apontada em Nicoletti (2009) é que, embora
existam diferentes sistemas para a realizagdo de derivagdes, todos eles tém

algumas caracteristicas em comum, que séo:

e consideram uma lista de regras de inferéncia, que nada mais sédo que ar-

gumentos validos conhecidos;

e aderivacdo nada mais é que uma lista de proposicdes logicas que, inicial-
mente, € vazia. Novas proposicées podem ser adicionadas a essa lista
somente se forem premissas (representarem os fatos conhecidos a priori),
ou se puderem ser obtidas a partir de proposig6es anteriores (que ja estdo
na lista) através da aplicacao de regras de inferéncia. Esse processo conti-

nua até que a conclusao seja obtida.

Outra observagao pertinente é o fato de na grande maioria dos sistemas
para derivagdes formais o conjunto de regras de inferéncia ser fixo. Para os nos-
sos propdsitos, consideraremos o conjunto de regras de inferéncia apresentado

pela Tabela 5.1, adaptada de Nicolleti (2009).

Alguns comentarios relevantes acerca dos argumentos validos serao apre-
sentados. Primeiramente, a regra da inconsisténcia € valida, pois como p /A —p
€ sempre avaliada como F, o argumento p, —p - q € sempre valido, uma vez que

F — q € trivialmente verdade (condigdo conhecida como vacuidade).

Outro aspecto que merece destaque é referente a regra de casos. Essa

regra € baseada na seguinte equivaléncia lgica:

(PiVp2V.eeVpn) = @) =(pr =g A (p2—=g) AN...\N(pn—q)) (5.2)

Isso nos permite escrever a seguinte equivaléncia:
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P=gA(p—=q)=pPVP) 2q=V—oq=FVqg=q (5.3)

ou seja, ((p — q) A\ (—p — q)) — q € uma tautologia, o que implica dizer que q

€ uma consequéncia logica de (p — q) /A (—p — q) ou, em outras palavras, que

P — q,~p — q F q é um argumento valido.

Tabela 5.1 Regras de inferéncia.

Regra de inferéncia

Nome da regra

PP —qE(

modus ponens (MP)

P qF P

modus tollens (MT)

P—qqoTEP—T

silogismo hipotético (SH ou regra da cadeia)

pVaq,pEQq silogismo disjuntivo (SD)

rVag—qEp silogismo disjuntivo (variante)
PAqEP simplificagéo (S)
PAqEQq simplificagao (variante)

P,qEPAQ conjuncéo (C)

p—=qEp—(pAq)

absorgao (ABS)

P—q,"P—=4qdE(

de casos (%)

PEPVY
qEpPVy

adigéo (AD)

adicao (variante)

P—qr—s,pVrEqVs

dilema construtivo (DC)

r—qr—s,~qV-sE-pV-r

dilema destrutivo (DD)

PoqE—q— P

contraposi¢ao (CP)

P,_‘P’:q

inconsisténcia (1)

P—4d,q—=pEpPe(

introducao da equivaléncia (IE)

PodEP—(

peoqEq—op

eliminagéo da equivaléncia (EE)

eliminacdo da equivaléncia (variante)




5.4 Utilizando as regras de inferéncia

Nesta secéo, apresentaremos alguns exemplos simples de aplica¢ao das princi-
pais regras de inferéncia listadas na tabela anterior, na deducao de conclusdes
a partir de premissas dadas. Convém lembrar que tais regras de inferéncia nada

mais sao que argumentos validos notaveis.

e Regra da adicao: dada uma proposi¢éo verdadeira qualquer p, podemos

deduzir sua disjun¢cdo com qualquer outra proposi¢ao q, isto &, p V q.
Exemplos:

a) Suponha a premissa inicial (p /A q). Entéo, aplicando a regra da adigéo,

podemos deduzir, por exemplo, (p /A q) V rou ainda (p A q) Vs.

b) (x <0) E(x<0)V(x =2),pois (x < 0)V(x =2) é consequéncia légica

de (x < 0).

¢) Um exemplo em linguagem natural: o céu é azul. Logo, o céu é azul ou

verde.

e Regra da simplificacao: dada uma conjungao de duas proposigoes, p/\q,

podemos deduzir cada uma das proposi¢des individuais, p ou q.
Exemplos:

a) Suponha a premissa (p V q) /A r. Entdo, aplicando a regra da simplifica-

¢do, podemos deduzir tanto (p /\ q) quanto r.

b) (x € A) A (x € B) & (x € A), pois obviamente (x € A) é consequéncia

l6gica de (x € A) A (x € B).

¢) Um exemplo em linguagem natural: Débora toca piano e violdo. Logo,

Débora toca piano.

e Regra da conjuncao: permite, a partir de duas proposigées dadas p e q

(premissas), deduzir sua conjungao, p /\ q.

Exemplos:
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a) Suponha as premissas (pV q) e —r. Entéo, aplicando a regra da conjun-
¢do, podemos deduzir (p \V q) /A .

b) (x < 5),(x > 1) E (x <5) /A (x > 1), uma vez que, trivialmente, (x <
5) /\ (x > 1) é consequéncia légica da conjuncao das premissas.

c) Um exemplo em linguagem natural é: Rafael estuda. Rafael trabalha.

Logo, Rafael estuda e trabalha.

Regra da absorcao: permite, a partir de uma condicional p — q dada
como premissa, deduzir uma outra condicional com o mesmo antecedente
p, mas cujo consequente € a conjungdo de p com q, isto €, p — (p /A q).
Exemplos:

a) Suponha a premissa (pV q) — r. Entdo, aplicando a regra da absorg&o,
podemos deduzir (pV q) — ((p VvV q) A\ ).

b) x e A) o (x e AUB)E(x€ A) = (x € A) A\ (x € AUB), dado que
(x e A) — (xe A) A (x € AUB) é consequéncia légicade (x € A) — (x €
A UB).

¢) Um exemplo em linguagem natural soa como uma repeticéo: se eu entro

na agua, entao, eu entro na agua e fico molhado.

Regra modus ponens: esta lei, também conhecida como regra de sepa-
racdo, nos permite deduzir uma concluséo q, a partir das premissas p — q

e p. E aregra mais utilizada em inferéncia légica.
Exemplos:

a) Considere as premissas (p/\q) e (p/\q) — r. Entéo, aplicando a regra

modadus ponens, podemos deduzir .

b) (x e ANB),((x € ANB) =» (x € A)) E (x € A),ou seja, (x € A) é

consequéncia légicade (x e ANB)A((x € ANB) — (x € A)).

c) Um exemplo em linguagem natural é: se chove, faz frio. Chove. Logo,

faz frio.



o Regra modus tollens: permite, a partir da premissa p — q (condicional) e

da negagéao do consequente, —q, deduzir a negag¢ao do antecedente, —p.
Exemplos:

a) Considere as premissas (q A r) — s e —s. Entdo, podemos deduzir

—(gAT).

b) Sejam as premissas p — —q e —(—q). Aplicando modus tollens temos

como conclusao a proposigao —p.

c) ((x ¢ A) - (x¢ AnB)),(x e ANB) E (x € A),ou seja, (x € A) é
consequéncia légicade ((x ¢ A) — (x ¢ ANB)) A (x € AnB). Em outras
palavras, se x ndo pertence a A, entao, x nao pertence a interseccao de
A com B. Agora, se é verdade que x pertence a intersec¢ao de A com B,

entdo x pertence a A.

d) Um outro exemplo em linguagem natural seria: se chove, entdo eu ndo

saio de casa. Eu saio de casa. Logo, n&o chove.

Regra do silogismo hipotético: corresponde a propriedade transitiva do
conectivo —. Dadas duas condicionais como premissas, p — qe q — T,
de modo que o consequente da primeira seja idéntico ao antecedente da
segunda, esta regra permite a dedugdo de uma outra condicional, p —
(conclusédo). Devido a essa propriedade esta, lei também é conhecida

como regra da cadeia.
Exemplos:

a) Considere as premissas —p — (q V' r) e (q Vr) — —s. Entéo, aplicando

a regra do silogismo hipotético, podemos concluir =p — —s.

b) (x| =0 —=>x=0),(x=0—-x+1=1)E(x]=0—-x+1=1), ou seja,
(Ixl =0 = x+1 =1) é consequéncia légicade (|x| =0 — x =0) A\ (x =

0—-x+1=1).

c) Outro exemplo em linguagem natural seria: se o sol se pde, entao, fica
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escuro. Se fica escuro, entao, as luzes da cidade se acendem. Portanto,

se o sol se pde, entdo, as luzes da cidade se acendem.

Regra do silogismo disjuntivo: a partir de uma disjungé@o p V q, e da
negacao de uma das proposigdes, —p (ou —q), esta regra permite deduzir

a outra proposicao.
Exemplos:

a) Considere as premissas (p /\ q) V r e (—r). Entdo, aplicando a regra do

silogismo disjuntivo, podemos deduzir (p /\ q).

b) x =0Vx=1),(x #1) = (x = 0), ou seja, (x = 0) é consequéncia

l6gicade (x =0V x=1)A(x#1).

c) Outro exemplo em linguagem natural seria: Maria esta falando baixo
demais ou Jodo tem problemas auditivos. Maria ndo esté falando baixo

demais. Portanto, Jodo tem problemas auditivos.

Regra do dilema construtivo: a partir de trés premissas, sendo duas
condicionais com antecedentes e consequentes distintos (p — q, v — s),
e a disjungéo de seus antecedentes, p V r, esta regra permite concluir a

disjungdo dos consequentes destas condicionais, q V' s.
Exemplos:

a) Considere as premissas (p A q) — —1, s > te (p/Aq)Vs. Entdo,

aplicando a regra do dilema construtivo, podemos deduzir —r \/ t.

b) x<y—=x=1)x>y—>x=2),x<yVx>y EKx=1Vx=2),
ou seja, (x =1V x =2) é consequéncia légicade (x <y =5 x=1) A (x >

y—ox=2)A(x<yVx>y).

c) Outro exemplo em linguagem natural seria: se estou com fome, entao,
como. Se estou com sede, entdo, bebo agua. Estou com fome ou com

sede. Logo, como ou bebo.



e Regra do dilema destrutivo: esta regra € bastante similar a anterior. A
partir de trés premissas, sendo duas condicionais com antecedentes e
consequentes distintos (p — q, r — s), e a disjungdo da negagéo de
seus consequentes, —q V —s, esta regra permite concluir a disjungédo da

negacao dos antecedentes destas condicionais, —p V —r.

Exemplos:

a) Considere as premissas —q — 1, p — —s € —r V s. Entéo, aplicando a

regra do dilema destrutivo, podemos deduzir q V —p.

b) x <10 —=x=1),(x>20 5> x=2),(x #1TVx#2)E (x> 10Vx < 20),
ou seja, (x > 10V x < 20) é consequéncia logica de (x < 10 — x =

NAX>202x=2)A(x ATV x#2).

c) Outro exemplo em linguagem natural seria: se ha luz do sol, entao, é
dia. Se chove, entdo, ha nuvens no céu. Nao é dia ou ndao ha nuvens no

céu. Logo, ndo ha luz do sol ou ndo chove.

Regra de casos: a partir de duas premissas condicionais com mesmo
consequente e antecedentes complementares (p — g, =p — q), estaregra

permite concluir o antecedente comum destas condicionais, q.

Exemplos:

a) Considere as premissas p — (—q /A1), =p — (—q/\r). Entdo, aplicando

a regra de casos, podemos deduzir (—q /A ).

b) x <10 -y=1),x>10—-y=1FE(y=1),ouseja, (y=1)¢&

consequéncia légicade (x <10 - y=1)A(x>10—-y=1).

c) Outro exemplo em linguagem natural seria: se chove, entdo, ndo saio
de casa e estudo. Se nao chove, entdo, ndo saio de casa e estudo. Logo,

nao saio de casa e estudo.
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5.4.1 Exercicios resolvidos

1) Escreva cada um dos argumentos validos a seguir na forma condicional:

a)~p,"q—=PE(q
Solugdo: sabemos que se argumento acima é valido, entédo, q é conse-

guéncia légica das premissas, ou seja, escrevendo na forma condicional, temos:
(pA(mq—=7Pp)) —4q
b)p = qE—-(p/A—q)

Solucao: escrevendo na forma condicional temos a seguinte proposicao

tautologica:
(p—4q)—==(pA—q)
c)p,p = 4, qVI(rAs)E(rAs)

Solugao: reescrevendo o argumento valido na forma condicional, temos a

tautologia:

(PAP = A(qV (rAs)) = (FAs)

2) Utilize cada uma das regras de inferéncia citadas para concluir adequa-
damente cada um dos seguintes conjuntos de premissas:
a) modus ponens
Pl:(x>yAy>z)=x>z
P2:x>yAy>z
Cix>z & MP emP1eP2
b) modus tollens
Pi1: (p & q) = —(rAs)
P2: =(—=(rAs))
C:=pe~q)=pVagAN(—pV—q) & MTemP1eP2

c) silogismo disjuntivo



Pl1: (s = p) V(rAt)

P2: =(r At)

Ci(s—=p)=(—sVp) & SDemP1eP2
d) silogismo hipotético

P1: (sVt)— (rAq)

P2: (rNq) — —p

C:(sVt)— —p & SHem P1eP2
e) dilema construtivo

Pl:p—or

P2: —q — —s

P3:pV —q

C:(rV—s) & DCemP1,P2e P3
f) dilema destrutivo

Pl:p— (-rA\q)

P2: =(—r A\ q)V —s

P3:—q —s

C:(—pV——q)=(—pVq) < DDemP1,P3eP2

Note que o argumento é valido independentemente da ordem em que as

premissas aparecem.

5.5 Validade de argumentos mediante tabelas-verdade

As tabelas-verdade sdo ferramentas poderosas na verificacdo da validade de

argumentos. Suponha que se deseja testar a validade do seguinte argumento:

phPZaP%---»Pn'_ q (54)

Uma maneira de resolver este problema consiste em verficar se q é con-
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sequéncia logica das premissas p1,p2, p3,-- -, Pn. Para isso, basta verificar se a
forma condicional do argumento p; Ap2 Aps /A ... Apn — q é uma tautologia.
Esse problema foi objeto de estudo da unidade 3 do nosso curso (consequéncia
€ equivaléncia l6gicas). A seguir veremos alguns exemplos de como verificar a

validade de argumentos mediante tabelas-verdade.

Exemplo 1: verificar mediante tabela-verdade se é vélido o argumento
pP—49,7pPFq.

Solucao:

O primeiro passo consiste na especificagdo da forma condicional do argu-
mento, que é ((p — q) /A—p) — —q. A seguir, construimos a tabela-verdade

para a proposicao resultante:

Plag 7P| q|lp—=a|(pP=aA7p|((p—=9gA-p)——q
VIV F|F \% F

VIF|| F|V F F

F|V F F

FI|F % %

Como a forma condicional do argumento ndo é uma tautologia, —q nao &
consequéncia légica das premissas e, portanto, 0 argumento em questdo nao é

valido.

Exemplo 2: verificar mediante tabela-verdade se € vélido o argumento

seguinte.

Sex=0,entdox+y =y

Sey=zentdox+y#uy



Logo,sex =0,entdoy # z

Solucgéo:

O primeiro passo consiste na representacao do argumento acima na forma
simbdlica, em termos de proposi¢des simples. Chamando as proposicdes simples
x=0dep,x+y=ydeqey=zder, oargumento pode ser escrito na lingua-

gem da légica proposicional como:

P—qr——qkp——r (5.5)

Assim, para verificar se 0 argumento é valido basta checar se sua forma

condicional € uma tautologia (ou seja, verificar se a conclusdo é consequéncia

l6gica das premissas). A forma condicional do argumento € dada por:

P=((p=a)Alr—=—q) = (p— ) (5.6)

A tabela-verdade para a proposicao resultante é dada por:

plajr|—q|r|(p=2q|r—="q |(p—="T) (p=qgAr—"q) P
ViV|IV| F|F % F F F v
V|VIF| F |V 1% % % % %
VIF|V|V]|F F \% F F v
VIF|F| V]|V F % \% F \V
FIVI|IVI| F|F % F \% F \V
FIV|F| F|V % % \% \% \Y
FI|F|V F 1% % \% \% \%
F|F|F 1% \% % \% \% \V

Como a forma condicional do argumento é uma tautologia, ou seja, a



94

proposigao (p — —r) é consequéncia légica das premissas, o argumento em

questéo é valido.

Exemplo 3: verificar mediante tabela-verdade a validade do argumento

seguinte.

Se Carlos esta com fome, entao, ele come.
Carlos dorme ou nao come.
Carlos esta acordado.

Portanto, Carlos nao esta com fome.

Observacao: dormir é equivalente a ndo estar acordado.

Solugao:

Assim como 0 exemplo anterior, o primeiro passo consiste na representa-
¢éo do argumento acima na forma simbolica, em termos de proposi¢des simples.
Chamando as proposi¢des simples Carlos esta com fome, Carlos come e Car-
los esta acordado de p, q e r, respectivamente, 0 argumento pode ser escrito na

linguagem da l6gica proposicional como:

p—q,rVogrkEp (5.7)

Assim, para verificar se o argumento é valido, basta checar se sua forma
condicional € uma tautologia (ou seja, verificar se a conclusdo é consequéncia

l6gica das premissas). A forma condicional do argumento € dada por:

P=(((p—=q)A\(—rV—-q)Ar)—= —p) (5.8)

A tabela-verdade para a proposicao resultante € mostrada a seguir.



plalr|—p|-a|-T|(=a)|rV-q)|(p—=gAlTV=_g)Ar|P
VIVIVIF|F | F| V F F v
VIVIF||F|F V] V F F v
VIFIV]| FlV]F| v F v
VIFIF|FlV|Vv] ¥ \4 F v
FIVIVIV]FF] v v v v
FIVIF|| V| F |V \% \4 F A
FIF|v|Vv I Vv]|F| Vv \% v v
FIFIF| V|V ]|V] V \% F v

Como a forma condicional do argumento € tautoldgica, ou seja, —p é con-

sequéncia logica das premissas, o argumento em questao é valido.

5.6 Validade de argumentos mediante regras de inferéncia

Apesar de funcional, o0 método baseado em tabelas-verdade torna-se cada vez
mais ineficiente e trabalhoso a medida que o numero de proposi¢coes simples
aumenta. Uma maneira mais elegante e eficiente de verificar a validade de ar-
gumentos é mediante o uso de regras de inferéncia. A ideia consiste em concluir
logicamente a partir das premissas, utilizando as regras descritas nas segoes 1.1
e 1.2. Essa abordagem representa a esséncia do calculo proposicional. A se-
guir veremos uma série de exemplos de como testar a validade de argumentos

através de regras de inferéncia.

Exemplo 4: verificar mediante regras de inferéncia a validade do argu-
mentop — q,p/ Atk q.

Solugéo:

A sequéncia de regras de inferéncia aplicadas para a resolugao do pro-

blema é mostrada na tabela abaixo. Primeiramente, apenas copiamos as pre-

95



96

missas do argumento no inicio da sequéncia. A seguir, por sucessivas aplica-
¢Oes das regras de inferéncia nas proposicoes ja existentes, chega-se a conclu-
sao, o que verifica a validade do argumento. Tal procedimento é uma descri¢cao
bastante informal do conceito de prova ou deducéo, que serd apresentado de

maneira detalhada na unidade 6.

(M p—gq premissa

(2) pAr premissa

(3) P simplificagdo 2

(4) q modus ponens 1,3

Aplicando a regra da simplificagdo na segunda premissa, inferimos p. De p
(premissa 3) e p — q (premissa 1), aplicando a regra modus ponens, chega-se a
conclusao q. Portanto, como concluimos q a partir das premissas, o argumento

dado é vélido.

Exemplo 5: verificar mediante regras de inferéncia a validade do argu-
mentop — q,(p/ANq) = 1,~(p/Ar)F—p.

Solucao:

Considerando a sequéncia de passos a seguir, mostramos que o argu-

mento em questao é valido.

(1) P—q premissa
(2) (pAgq)—r premissa
(3) —(pAr) premissa
4 p—=(pAq) absorgéo 1

(5) Pp—oT silogismo hipotético 2,4
6) p—(pArT) absorcéo 5

(7) —p modus tollens 3,6



Exemplo 6: verificar que o argumento seguinte é valido.

(PVa)=rrVag)=(po(set),(pAs)hsot (5.9)

Solugdo: note que nesse caso 0 argumento € composto por 5 proposi-
coes simples, o que resultaria em uma tabela-verdade de 32 linhas. Esse é um
exemplo concreto de caso em que a verificagao via tabela-verdade é ineficiente
e bastante trabalhosa. Por essa razao, verificaremos a validade do argumento
através de regras de inferéncia. Considerando a sequéncia de passos a seguir,

mostramos que o argumento em questao é valido.

(1 (PpVaq —r premissa

(2) rVqg)—=p—(set)) premissa

(3) (p/A\s) premissa

(4) P simplificacédo 1
(5) pVq adicdo 3,4
(6) T modus ponens 1,5
(7) rVq adicao 6
(8) P—(set) modus ponens 2,7
(9) (s 1) modus ponens 4,8

Exemplo 7: verificar que o argumento seguinte é valido.

PpVq)—=r(rVg =2 p—o(seot),(pAs)Fset (5.10)

Solugdo: note que, assim como no caso anterior, 0 argumento é composto
por 5 proposi¢des simples, 0 que resultaria em uma tabela-verdade de 32 linhas.
Considerando a sequéncia de passos a seguir, mostramos que o argumento em

questao é valido.
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(1) (pVq)—r premissa

(2) (rVq)=(p—(set)) premissa

(3) (p/A\s) premissa

(4) P simplificagéo 1
(5) pVq adicéo 3,4
(6) T modus ponens 1,5
(7) TV q adicao 6
(8) p—o(set) modus ponens 2,7
(9) (s & t) modus ponens 4,8

Exemplo 8: verificar que o argumento seguinte é valido.

(pAq)—=rr—s,t——ut,sVuk—-pV—q (5.11)

Solucao: trata-se de outro exemplo em que a verificagdo mediante tabela-
verdade é invidvel. Por esse motivo, verificaremos a validade do argumento
através de regras de inferéncia. Considerando a sequéncia de passos a seguir,

mostramos que 0 argumento em questao € valido.

(1) (pAq)—r premissa
(2) T—s premissa
(3) t——u premissa
(4) t premissa
(5) —sVu premissa
(6) —u modus ponens 3,4
(7) —s silogismo disjuntivo 5,6
(8) -r modus tollens 2,7
(9) —(p/\q) modus tollens 1,8

(10) —pV—q De Morgan 9



Exemplo 9: testar a validade do argumento seguinte.

pP=gAN[r—-s)t—ouu—v,~(qAV)F—~(pAt) (5.12)

Solugao: nesse caso, teriamos uma tabela-verdade com 128 linhas. Nova-
mente, verificaremos a validade do argumento através de regras de inferéncia.
Considerando a sequéncia de passos a seguir, mostramos que o argumento em

questao é valido.

(M p—=g)A(r—s) premissa

(2) t—u premissa

(3) u—v premissa

(4) —(q A\V) premissa

(5) t—v silogismo hipotético 2,3
(6) P—q simplificagéo 1
(7) —qV v De Morgan 4
(8) —pV -t dilema destrutivo  5,6,7
(9) —(p/A\q) De Morgan 8

O exemplo a seguir foi originalmente descrito em Nicoletti (2009).

Exemplo 10: considere o argumento seguinte.

Se as uvas caem, entdo, a raposa as come.

Se a raposa as come, entao, estdo maduras.

As uvas estao verdes ou caem.

Logo, a raposa come as uvas se e somente se as uvas caem.

Identificando as proposi¢cdes atdmicas nas sentengas em linguagem natu-

ral escritas neste exemplo, tem-se:
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P :as uvas caem
g :araposa come as uvas

T :as uvas estao maduras

Reescrevendo na linguagem da I6gica proposicional, temos o seguinte ar-

gumento:

Pp—q,q—or,rVpkEpeq (5.13)

Considerando a sequéncia de passos a seguir, mostramos que o argu-

mento em questao é valido.

(1) P—q premissa

(2) q— premissa

(3) -TVp premissa

(4) T—Pp equivaléncia légica 3
(5) q—p silogismo hipotético 2,4
6) p—=qg)N\(q—7p) conjungéo 1,5
(7) P q introducao da equivaléncia 6

5.7 Conclusoes

Esta unidade apresentou o conceito de argumento valido, bem como duas abor-
dagens distintas de se verificar a validade de argumentos em geral: a primeira,
baseada na construgao de tabelas-verdade, e a segunda, mais geral e eficiente
(pois é viavel mesmo quando o numero de proposicdes atdbmicas cresce), atra-
vés da utilizagdo de um conjunto pré-estabelecido de regras de inferéncia, o que
€ essencialmente o calculo proposicional. Também vimos como o calculo pro-
posicional pode ser aplicado em sentencas da linguagem natural, permitindo a
derivacao de conclusdes varias vezes nao intuitivas. Na proxima unidade sera

introduzido o conceito de prova formal, que sera empregado em conjunto com



técnicas dedutivas para a demonstracao da validade de argumentos, bem como

de teoremas.

5.8 Estudos complementares

Para um tratamento mais formal e aprofundado do assunto apresentado, os lei-
tores interessados podem consultar Souza (2008), Hilbert & Ackermann (1999)

e Rautemberg (2010).

5.9 Exercicios

1) Verificar, mediante tabela-verdade, a validade dos argumentos:
ajp—q,r——qkFr—p
b)p — —q,7r = p,qF—r
c)p—q,rV—q,Tkp
dp—-(@Vr),~qkp—r
e)p——q,p,q—oTET
HpA—q,rT—=qFp/Agq
9)pViqgVr),=p,~rtq

hypV—q,7p,~(pAT) = qkT

2) Utilizando tabelas-verdade, mostre a validade dos argumentos:
a)p——q,q,p— (rAs)F1rAs
b)p — (qAT),~(qAT), p = sk —-pAs
copVaq,q—or,—rVsks
dpAq)—rs—=(pAq)yskqVr

e)pVg,q—=mp—s,sETA(pVA)

3) Verificar, mediante regras de inferéncia, a validade dos argumentos:

a)pAN—q,qV-1,s—=1rFp/A—s
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b)pV—-q—q—1p—s—Tks
c)p—q,q— T1,1,pV(sAt)Fs
dpVqgq—orp—s,—stErA(pVa)
e)-pV~—-q—q— -1, p—ottkF-rA—t
filp—>—qpVrr——qs—qtk-sAt
g9 p—9qqg— (rAs),p—t,—tks
hyp—q,—~gqA—T,— 1 —st—-pAs
)p—q,pVr,—rkEqVs
Dp—=q,q—or(p—71)—>s,sVikt
Kk\pV—q,1,p—1,"q—sts
Dr—ts—q,(tVq)— Pp,rVsk—p
m)p ——q,—~q— —s,(p—=—s) = -t,r—otk—r

npvg —r1s—-pt—oqsVtFuVv-r

4) Utilize as regras de inferéncia para verificar a validade dos argumentos:
a)(pVq) ——1,ps—oTk—s
b)p A(qVr),(qVr)— —s,sVitFt
c)(pVq) = 1,q(sAt) o rE=(sAt)
dp—q,7q,(pV-r)—=sks
e)pVI(gAT),q—=s,t—=t (sAt)= (pVr),pkr
flgvV(r—t),qg—s,—s— (t—=p),skEr—p

g) (pVq)—= (p—=(sAY)),pATrHtVu

5) Para cada um dos itens a seguir, identifique os atomos, construa o argumento

e verifique sua validade.
a) Se Deus existe, entdo, a vida tem significado.
Deus existe.

Portanto, a vida tem significado.
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b) Deus néo existe.
Se Deus existisse, a vida teria significado.

Portanto, a vida nao tem significado.

c) Se hoje for quinta-feira, entdo, amanha sera sexta-feira.
Se amanha for sexta, entdo, depois de amanha sera sabado.

Portanto, se hoje for quinta, entao, depois de amanha sera sabado.

d) Hoje é um fim de semana se e somente se hoje for sabado ou domingo.
Hoje nédo é sabado.
Hoje ndo é domingo.

Portanto, hoje nao é um fim de semana.

e) Ela ndo estd em casa ou nao esta atendendo ao telefone.
Mas se ela ndo esta em casa, entao, ela foi sequestrada.
Se ela ndo atende ao telefone, entao, ela esta correndo perigo.

Portanto, ela foi sequestrada ou ela esta correndo perigo.

6) Considere as seguintes premissas:
Se o universo € finito, entao, a vida é curta.
Se a vida vale a pena, entéo, a vida é complexa.
Se a vida é curta ou complexa, entao, a vida tem sentido.

A vida nao tem sentido.

Verifique, via regras de inferéncia, a validade dos seguintes argumentos:

a) A vida néo é curta.

b) A vida ndo é complexa ou o universo nao é finito.

c) Se o universo é finito e a vida vale a pena, entéo a vida tem sentido.
d) A vida vale a pena se e somente se a vida tem sentido.

e) O universo n&o é finito e a vida n&o vale a pena. 103
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UNIDADE 6

Técnicas dedutivas






6.1 Primeiras palavras

O conceito de prova formal é fundamental dentro das ciéncias exatas, particu-
larmente da matematica, pois define um procedimento rigoroso e sistematico
para a prova de teoremas e dedugbes de consequéncias légicas validas. Vi-
mos na unidade anterior como verificar a validade de argumentos através de
regras de inferéncia. Nesta unidade apresentaremos técnicas para a deducao
de conclusdes ldgicas validas a partir de um conjunto de premissas. A principal
diferenca entre o que estudaremos aqui e o que foi visto na unidade anterior é
o foco da discusséo: neste momento damos um passo além, pois estamos mais
preocupados em estudar maneiras de provar ou deduzir uma proposi¢ao a partir
de um conjunto de premissas do que em simplesmente testar sua validade. E
importante notar que apesar de similares, cada um dos problemas possui suas

particularidades e relevancias.

6.2 Problematizando o tema

Em termos praticos, o que esta unidade apresenta pode ser resumido como
sendo a resposta para a seguinte pergunta, que nesse momento parece natural:
existe mais de uma maneira de provar que uma proposicao € conclusao légica
de um conjunto de premissas? Se sim, quais sdo elas? Responder a essa

questao é justamente o principal objetivo desta unidade.

Veremos que através de resultados importantes como o teorema da dedu-
¢ao, diversas estratégias de prova podem ser adotadas como técnicas dedutivas.
Enfatizaremos trés abordagens principais: a prova direta, a prova condicional e
a prova indireta (ou por reducao ao absurdo). Antes, porém, serd necessaria a
definigao de alguns conceitos basicos como prova formal e o proprio teorema da

deducéo.
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6.3 Provadireta

Um conceito importante dentro da légica matematica que formalizaremos agora
€ 0 conceito de dedugdo (ou prova) de uma proposi¢ao l6gica Q a partir de
um conjunto de premissas Py, P2, P3,...,P,. A definicdo a seguir foi extraida de

Nicoletti (2009).

Definicao 6.1: considere que Py, P, Ps,..., P, € Q sdo férmulas vélidas
da logica proposicional. Dizemos que uma dedugéo (ou prova) de Q a partir
de Py, P2, P3,..., P, (consideradas aqui como premissas) € uma sequéncia finita
de proposigdes Cq,Cy,...,Cx se e somente se C, = Q (a ultima proposicao

derivada € Q) e:

e cada C; diferente de Cy, = Q for uma premissa P;, 1 <j <nou

e cada C; que nao € uma premissa for derivada das férmulas anteriores pela

utilizagdo de uma regra de inferéncia ou

e cada C; que nao € uma premissa for obtida pela substituicdo de um férmula

anterior por outra logicamente equivalente.

Dizemos, entdo, que Q € dedutivel a partir de Py, P, Ps3,..., Py, ou ainda
que Q é um teorema e a sequéncia C;, C,, Cs, ..., Cy € sua demonstragéo. Em
outras palavras, a proposicdo Q € um teorema se € uma consequéncia légica
de um conjunto de premissas, ou em outras palavras, Py,P2,P3,...,Pn - Q &
um argumento valido. Em matematica, teorias sdo definidas com base em axio-
mas (conjuntos de premissas), de modo que toda consequéncia légica desses
axiomas sao teoremas validos dessa teoria, passiveis de serem demonstrados
pelas técnicas dedutivas que estudaremos nesta unidade: prova direta, condi-
cional e por absurdo. Convém ressaltar, no entanto, que algumas proposi¢des
(teoremas) podem ser provadas sem premissas, através da introducao de hipo-
teses que sdo descartadas pela introdugéo da condicional, como veremos com

maiores detalhes mais adiante.



Outro detalhe importante em deducbes sado as equivaléncias. Na pratica,
toda equivaléncia pode ser tratada como uma regra de inferéncia que permite
substituir qualquer proposicao (premissa ou proposi¢cao derivada anteriormente)
por uma que seja logicamente equivalente. A seguir apresentaremos uma sé-
rie de exemplos retirados de Daghlian (2009), Alencar Filho (2002) e Nicoletti
(2009).

Exemplo 1: provar —s, dadas as premissas,

(1) t
(2) t——q
(3) —q— s
Solugao:
A deducédo de —s é dada pela sequéncia de passos abaixo, que mostram

que o argumento t,t — —q,—~q — —s F —s € valido.

(1) t premissa
(2) t——q premissa
(3) —q— s premissa
(4) —q modus ponens 1,2
(5) —s modus ponens 3,4

Exemplo 2: provar r V —s, dadas as premissas,

(1) sAq
(2) t——q
(3) t—r

Solugao:
Para demonstrar rVV —s a partir do conjunto de premissas, temos que mos-

trar a validade do argumento s A q,t — —q,—t — r - r\V —s. Isso é feito através
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da seguinte deducgéo:

(1) sAq premissa
(2) t——q premissa
3) “t—r premissa

(4) q simplificagéo 1
(5) —(—q) duplanegagdo 4
(6) —t modus tollens 2,5
(7) T modus ponens 3,6

(8) rV-—s adicao 7

Exemplo 3: provar que a = 0, dadas as premissas seguintes.

(1) Sea#0, entdo, a=D>
(2) Sea=b, entdo, a=c
(3) a#c
Solugao:
Para demonstrar que a = 0 a partir do conjunto de premissas, por razdes de
conveniencia, vamos inicialmente escrever as premissas na linguagem da légica
proposicional. Denotando de a a premissa a =0, de b apremissaa=bedec

a premissa a = ¢, nosso problema reduz-se a provar a, dadas as premissas:

(1) —a—b
(2) b—oc
(3) —C

Isso € feito através da seguinte deducao:



(1) —a—b premissa

(2) b—oc premissa

(3) —c premissa

4) —-b modus tollens 2,3
(5) —(—a) modus tollens 1,4
(6) a dupla negagdo 5

Exemplo 4: provar a, dadas as premissas,

Solugao:

Para demonstrar a a partir do conjunto de premissas, basta mostrar a vali-

dade do argumento —a — c¢,c - —m,m V r,—r I a. Isso pode ser feito através

da seguinte dedugao:

(1) —a—c
(2) ¢c—>—m
(3) mVr

4) -

(1) —a—c premissa

(2) ¢c——m premissa

3) mVr premissa

(4) -r premissa

(5) m silogismo disjuntivo 3,4
(6) —(—m) dupla negacéao 5
(7) —C modus tollens 2,6
(8) —(—a) modus tollens 1,6
(9) a dupla negacéao 8
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Exemplo 5: prove a validade do argumento seguinte.

Gabriel estuda ou nao esta cansado.

Se Gabriel estuda, entdo dorme tarde.

Gabriel ndo dorme tarde ou esté cansado.

Portanto, Gabriel esta cansado se e somente se estuda.

Solucao:

Reescrevendo as sentencgas na linguagem da légica proposicional, temos:
p: Gabriel estuda

g: Gabriel estd cansado

r: Gabriel dorme tarde

Assim, o problema consiste em provar p < q a partir das premissas:

(1) pV—q
2) p—r
3) —rVq

Para isso, basta mostrar que o argumentopV —q,p - 1, rVqkp - qé

valido, conforme indica a dedugéo a seguir.

(1) pV—q premissa

(2) p—oT premissa

(3) —rVq premissa

(4) q—p equivaléncia légica 1
(5) T—q equivaléncia légica 3
(6) P—q silogismo hipotético 2,5
(7) (p—=q)N\(q—7p) conjuncéo 4,6
(8) Peq introdugdo da equivaléncia 7



Exemplo 6: provar r, dadas as premissas,

(1) pVI(gAT)
(2) pos
(3) S—T

Solugao:
Para demonstrar r a partir do conjunto de premissas, devemos verificar a
validade do argumento p \V (q A1),p — s,s — r F r. Neste caso, sera necessa-

rio utilizar algumas identidades da algebra proposicional durante a deducao da

conclusao.

(1) pVI(gAT) premissa

(2) p—s premissa

(3) S—T premissa

(4) p—oT silogismo hipotético 2,3
B) (Vg APV distributiva 1
(6) pVr simplificacéao 5
(7) TVp comutativa 6
(8) —(—r)Vp dupla negacgéo 7
(9) -T—p equivaléncia légica 8
(10) T T silogismo hipotético 4,9
(11) —(T)Vr equivaléncia légica 10
(12) rVr dupla negagao 11
(13) T identidade 12
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Exemplo 7: provar —p A —r, dadas as premissas,

Solugéao:

Da mesma forma que o caso anterior, para demonstrar —p /A —r a partir
do conjunto de premissas, devemos testar a validade do argumento p — q,r —
s,(qVs) = —t,t F —=p A —-r. Neste caso, também sera necessario utilizar
algumas identidades da algebra proposicional durante a dedug¢ao da concluséo.
Uma dica valida para provar proposi¢cdes nas quais ha o concetivo /\ € mostrar
cada uma das componentes e no final utilizar a regra da conjun¢ao para formar

a conclusao.

(M P—q premissa
(2) T—s premissa
(3) (qVs)——t premissa

(4) t premissa

(5) —(—t) dupla negacgéao 4

(6) —(qVs) modus tollens 3,5

(7) —q/\ s De Morgan 6
(8) —q simplificagéo 7
(9) s simplificacao 7
(10) —p modus tollens 1,8
(11) -r modus tollens 2,9
(12) —p AT conjuncao 10,11
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6.3.1 Inconsisténcia

Denomina-se conjunto inconsistente de proposicdes todo conjunto de duas ou
mais proposigées que ndo podem ser simultaneamente verdadeiras. No caso
de um argumento, ele é inconsistente se as suas premissas ndao podem ser
simultaneamente verdadeiras, ou seja, ao se construir a tabela-verdade dessas
proposi¢des, nao existe sequer uma linha na qual as proposigées assumam valor
l6gico V ao mesmo tempo. Por exemplo, considere as proposi¢des —(p\V—q),pV
—-r,q — r. Observando as tabelas-verdade das trés proposigdes, verificamos
que em cada linha pelo menos uma delas assume valor légico F, ou seja, nao
existe uma sé linha na qual todas as proposicoes admitam valor l6gico V ao
mesmo tempo. Note que, observando apenas as ultimas trés colunas da tabela-
verdade (referentes a cada uma das proposicdes) nao ha uma linha sequer na
qual isso ocorre. Essa condicao determina que o conjunto de proposicées em

questao é inconsistente.

(% (% [}
pla|r|—q|-r|(pV—q)|~(pV—q)|(pVT)|q—oT
VIVIV| F|F \% F % \%
VIVIF| F |V \% F \% F
VIF|VI| V|F \% F \% \%
VIFIF| V|V \% F 1% \%
FIV|V| F|F F \% F \%
FIVIF| F |V F \% \% F
FIF|V F F F
F|F|F \% F %

Outra maneira de demonstrar que um conjunto de proposicdes é inconsis-
tente é através das regras de inferéncia. Se a partir do conjunto de proposicoes
for possivel deduzir uma contradicao qualquer, como por exemplo, p A\ —p, elas

sao inconsistentes (a contradicao que se obtém prova que as proposi¢coes nao
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podem ser conjuntamente verdadeiras). Utilizando as trés proposicdes ante-
riores como premissas, podemos mostrar que o conjunto em questao € incon-

sistente pela seguinte prova:

M —=(pV—q) premissa

(2) pV-or premissa

(3) q—orT premissa

4) —pA—(—q) De Morgan 1
(5) —p/A\q dupla negagéo 4
(6) q simplificacao 5
(7) T modus ponens 3,6
(8) -p simplificacédo 5
(9) -r silogismo disjuntivo 2,8
(10) r/A-T conjuncéo 7,9

Como foi possivel concluir uma contradi¢éo (r /\ —r), o conjunto de propo-

sicoes em questao é inconsistente. Veremos a seguir outro exemplo.

Exemplo 8: demonstrar, via regras de inferéncia, que o conjunto de propo-

sicoes abaixo é inconsistente.

pV-qpAs,~sVrrT— (rAq) (6.1)

Solugéo:
Do conjunto dado podemos deduzir a contradi¢cdo q /A —q, conforme ilustra

a derivagao a seguir. Portanto, o conjunto de proposi¢des é inconsistente.



(1) —pV —q premissa

(2) pP/A\s premissa

(3) —sVr premissa

4) r—(rAq) premissa

(5) P simplificagéo 2
(6) s simplificagéo 2
(7) —q silogismo disjuntivo 1,5
(8) T silogismo disjuntivo 3,6
(9) r/A\q modus ponens 4,8
(10) q simplificagéo 9
(11) qg/A\—q conjuncao 7,10

6.4 Prova condicional

Suponha que se deseje provar p — q dadas as premissas pi1, P2, P3y---,Pn-
Como ja vimos anteriormente, esse problema consiste em mostrar que é valido
o argumento p1,p2,P3,.--,Pn & P — ¢ OU, em outras palavras, que p — q €
consequéncia loégica de p1, p2, p3, - - -, Pn, OU S€jA, quE (p1 Ap2/AP3/A...Apn) —
(p — q) € umatautologia. Veremos agora que uma maneira mais geral de provar
uma condicional é colocar seu antecedente como hipétese e inferir logicamente
seu consequente. Tal resultado é formalizado pelo teorema da dedugéo, que
serd enunciado a seguir.

Para entender esse resultado, utilizaremos a definicdo de consequéncia
l6gica e a equivaléncia p — q = —p V ¢, de acordo com a definicdo encontrada
em Daghlian (2009). Partindo da tautologia (p1 Ap2 ApsA...Apn) = (p — q)

e aplicando a equivaléncia da condicional, temos que:

(P1AP2APIA...APR) = (P — q) = ~(pP1 AP2AP3/A...Apn)V(p — q) (6.2)
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Eliminando a condicional interna através da mesma equivaléncia, temos:

“(P1AP2APIA...APR) V(P = q) = —(p1 Ap2ApsA...Apa) V(—pVq) (6.3)

Através da propriedade associativa da algebra proposicional segue que:

—(P1AP2/APIA. APV (TpV ) = (Z(P1 AP2AP3A...ApPa) VPV q (6.4)

Aplicando a Lei de De Morgan temos:

(P1AP2APIA AP VTPV A= ((PrAp2ApsA.. . Apa) Ap)V q (6.5)

Por fim, utilizando novamente a equivaléncia da condicional, chega-se a:

(P1 AP2AP3 A ... APa) AP) — ¢ (6.6)

Isso demonstra que, se ((p1 Ap2/Ap3/\...Apn)/\p) — q for uma tautologia,
o que significa dizer que q é consequéncia logica de p1 Ap2 Aps A...Apn /AP
ou, em outras palavras, p; Ap2 Ap3/\... \pa/Ap = q (é possivel deduzir q de
P1/ApP2/ApP3/\...A\pn/\p), também sera uma tautologia a proposicao equivalente
(p1 Ap2/ApP3/\...Apn) = (p — q). Portanto, p — q € dedutivel das premissas

P1,P2,P3,---,Pn (POIS p — q é consequéncia légica das premissas).

Em resumo, a esséncia da prova condicional é a seguinte: para provar
uma conclusdo que tem a forma condicional, como, por exemplo p — q, a partir
de um conjunto de premissas, devemos introduzir o antecedente p como pre-
missa provisoria (ou hipétese), deduzir q utilizando p se necessario e, no final,

descartar p, significando que a hipétese ndo é mais necessariamente verdade,



construindo p — q. Esse resultado € formalizado pelo teorema a seguir.

Teorema da deducao: sejam p e q duas formulas bem-formadas (propo-
si¢cdes validas) e p1,p2,p3,- .., Pn UM conjunto de premissas. Entao, as propo-
si¢cdes p1,p2,P3,---,Pn, P implicam logicamente q se e somente se as proposi-

¢bes p1,p2,P3,- - -, Pn implicarem logicamente p — ¢, ou seja:

P1yP2yP3y-- s PP = ¢ = PP, P3y--sPn EP — ( (6.7)

Veremos a seguir uma série de exemplos adaptados de Nicoletti (2009),

Daghlian (2009) e Alencar Filho (2002).

Exemplo 9: provar p — r, dadas as premissas,

(1) p—g

(2) q—r
Solugéo:
Como a conclusédo a ser deduzida é da forma condicional, devemos invo-
car o resultado do teorema da deducéao e incluir o antecedente p como hipétese

(premissa proviséria). Note que a solugdo para esse exemplo consiste em mos-

trar a validade da regra silogismo hipotético.

(M p—g premissa.
(2) qg—r premissa
(3) P hip6tese
(5) q modus ponens 1,3
(6) T modus ponens 2,5

(7) p—r eliminagéo da hipétese 3,6

Devemos atentar-nos para o ultimo passo da prova condicional. Como o
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antecedente p foi incluido como hipétese e conseguimos inferir logicamente o
consequente r, com base no teorema da dedugéo isso € equivalente a provar
que p — 1. Nesse exemplo, a aplicagdo da prova condicional se deu efetiva-
mente nos passos (3) e (7), nos quais p foi incluido como hipétese e eliminado

apés a deducgao de q, respectivamente.

Exemplo 10: mostrar que o argumento (p/Aq) — v+ p — (q — 1) é valido.

Solucao:

Esse exemplo mostra um caso em que temos uma Unica premissa e a
concluséo a ser deduzida é uma condicional que tem como consequente outra
condicional. O antecedente da condicional mais externa, p, € assumido como
hipétese. Porém, como o consequente dessa condicional € uma outra condicio-
nal, o antecedente dessa condicional mais interna também pode ser assumido
como uma nova hipétese, fazendo com que tenhamos duas premissas provisé-

rias, conforme indica a derivagéao a seguir.

(1) (pAq)—r premissa
(2) P hipotese
(3) q hipétese
(4) P/\q conjuncao 2,3
(5) T modus ponens 1,4
(6) q—or eliminagao da hipétese 3,5

(7) p—(q—r) eliminagao da hipdtese 2,6

Note que nesse caso, como foram introduzidas duas hipéteses, ao final
temos que as eliminar no inverso da ordem em que foram inseridas, ou seja, a
premissa provisoria q foi inserida depois de p, mas deve ser eliminada primeiro
para que possa ser construido o consequente da condicional mais externa da

conclusao, (q — ).



Exemplo 11: provar ¢ — —d, dadas as premissas,

(1) b——c
(2) —(dA\—b)
Solugéo:

Mais um caso em que devemos utilizar o resultado do teorema da dedugéo,

pois a conclusao é da forma condicional.

(1) b—o—c premissa

(2) —(dA\—Db) premissa

(3) c hiptese

(4) —(—c) dupla negacéo 3
(5) —b modus tollens 1,4
(6) —dV —(—b) De Morgan 2
(7) —d silogismo disjuntivo 5,6

(8) c——d eliminacao da hipétese 3,7

Exemplo 12: provar a — b, dadas as premissas,

(1) (aVj)—g
(2) j— (~gA—h)
(3) jVb
Solugéo:
Outro caso em que devemos utilizar o resultado do teorema da dedugao,

pois a conclusao é da forma condicional.
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(1 (aVij)—g premissa

(2) j—(—g/A—h) premissa

(3) iVb premissa

(4) a hiptese

(5) aVj adigcéao 4
(6) g modus ponens 1,5
(7)  j——(gVh) De Morgan 2
(8) gVh adicao 6
(9) —(—=(gVh)) dupla negacéao 8
(10) —j modus tollens 7,9
(11) b silogismo disjuntivo 3,10

(12) a—b

O exemplo a seguir, adaptado de Nicoletti (2009) e Nolt & Rohatyn (1991),

€ interessante para discutir uma aplicagao mais concreta da prova condicional

utilizando linguagem natural.

Exemplo 13: suponha que um corredor machucou seu tornozelo uma se-
mana antes de uma grande corrida e a sua intencao seja persuadi-lo a parar
de correr por alguns dias, a fim de que seu tornozelo sare. Vocé pode alerta-lo
fazendo a seguinte afirmagéo condicional: se vocé continuar a correr, ndo estara

apto a disputar a corrida. A resposta do corredor eventualmente pode ser: Prove

isso!

Para fazer isso, vocé pode elaborar seu argumento com base em trés su-

posicoes:

eliminacdo da hipotese 4,11

a. seu tornozelo esta muito inchado;

b. se seu tornozelo esta muito inchado e vocé continuar a correr, entio,

seu tornozelo ndo ira sarar em uma semana;

c. se seu tornozelo ndo sarar em uma semana, entdo, vocé nao estara



apto a disputar a corrida.

Assim, vocé pode provar a afirmagdo se vocé continuar a correr, entdo
vocé ndo estara apto a disputar a corrida utilizando o resultado do teorema da

deducao, adicionando como hipétese o antecendente da conclusao.

E fato que a corregdo do argumento depende da veracidade das suposi-
¢bes (premissas). Na vida real, a veracidade delas pode ser duvidosa. Entre-
tanto, o ponto importante aqui € que a corregdo do argumento nao depende
da veracidade da hipétese. Considerando as premissas (sentencas de aac) e
independentemente do corredor continuar a correr ou nao (hipétese), deve ser
verdade que se ele continuar correndo, nao estara apto a disputar a corrida. A
hipétese é adicionada somente para mostrar que, dadas as suposicoes, ela im-
plica a conclusao. Uma vez provado isso, a hipdtese é descartada e a expressao
condicional que representa a conclusao é estabelecida somente com base nas
premissas (suposigdes). Escrevendo na linguagem da légica proposicional, te-

mos:

p: seu tornozelo estda muito inchado
g: vocé continua a correr
r: seu tornozelo ira sarar em uma semana

s: vocé esta apto a disputar a corrida

Isso permite formalizar o seguinte argumento:

p,(p/Aq)— 1, r—= sk q— —s (6.8)

Utilizando a prova condicional, podemos inferir logicamente a conclusao

desejada, provando a afirmacao, o que demonstra a validade do argumento.
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(1) p premissa

(2) (pAq)——r premissa
(3) - — s premissa
(4) q hipétese
(5) PA(q conjuncao 1,4
(6) -r modus ponens 2,5
(7) —s modus ponens 3,6
(8) q— s eliminagao da hipétese 4,7

Outra observacgao interessante sobre a prova condicional é o fato de algu-
mas proposicoes validas (férmulas bem-formadas) serem passiveis de demons-
tragcdo sem nenhuma premissa. O exemplo a seguir, extraido de Nicoletti (2010),

ilustra uma situacao em que isso ocorre.
Exemplo 14: verifique que o argumento - p — (p V q) é valido.
Solugao:
Note que nesse caso ndo ha nenhuma premissa. Assim, de acordo com a

prova condicional, devemos iniciar a prova incluindo o antecedente da conclusao

como hipétese.

(1) P hipétese

(2) pVq adicao 1

(3) p—(pVq) eliminagéo da hipétese 1,2

6.5 Prova por reducao ao absurdo

Outro método frequentemente empregado para a dedugao de uma conclusao 16-
gica é a prova indireta, também conhecida como prova por reducéo ao absurdo.
Essa abordagem baseia-se no principio de que a partir de uma contradicao,

pode-se deduzir qualquer proposigao.



Suponha que se deseja provar q dadas as premissas pi,P2,P3y---,Pn-
Para isso, basta mostrar que o argumento pi,p2,p3-..,pn - q € valido, isto é,
(p1 Ap2/Ap3/\...\pn) — q € uma tautologia. Considerando que o argumento
seja valido (g é dedutivel das premissas) e utilizando as leis de idempoténcia,

dupla negacéao e equivaléncia da condicional, temos:

q=qVq=—(—q)Vgq=—q—gq (6.9)

Dessa forma, entdo, a proposicdo a seguir também é uma tautologia:

(P1 AP2AP3 A ... Apn) = (79 — q) (6.10)

Pelo teorema da dedugéo, temos que a inclusdo do antecedente da conclu-
sao —q como hipotese permite deduzir q, ou seja, p1,p2,P3---,Pn, —q - q tam-
bém & um argumento valido, o que implica dizer que (p1/\p2/A\p3/\...A\pn/\—q) —
q também é uma tautologia.

Portanto, se introduzirmos a negac¢ao da concluséo —q no conjunto de pre-
missas, ainda conseguimos deduzir a conclusé@o q, gerando assim uma contra-
dicdo q A —~q. Em resumo, para aplicar a prova por reducéo ao absurdo, deve-
mos introduzir a negac¢ao da conclusao como premissa provisoéria e deduzir uma
contradi¢cdo. Ao chegar na contradi¢cdo, provamos a validade do argumento. A
seguir veremos alguns exemplos extraidos de Nicoletti (2009), Daghlian (2009)
e Alencar Filho (2002) que ilustram o procedimento de prova por redug¢do ao

absurdo.

Exemplo 15: provar r por redugéo ao absurdo, dadas as premissas,

(1) —p—r
(2) —r—q

3) —=(pAq)

125



Para demonstrar a conclusdo utilizando a prova por reducao ao absurdo,
0 primeiro passo consiste justamente na introdu¢do da negacao da conclusao
como premissa provisoria. A seguir, devemos buscar por uma contradicao, mui-

tas vezes através da deducao da propria conclusao.

(1) —p—or premissa

2) —r—=gq premissa

3) —(pAq) premissa

(4) -r premissa provisoéria

(5) q modus ponens 2,4
(6) —PpV—q De Morgan 3

(7)  —(—q) dupla negagéo 5

(8) —p silogismo disjuntivo 6,7
(9) T modus ponens 1,8
(10) rA-—r conjuncao 4,9

A prova por reducao ao absurdo encerra-se quando uma contradicdo é
deduzida (nesse caso a proposi¢ao r /A —r). Porém, podemos encontrar uma
contradigcdo que nao envolve a mesma proposicao da premissa proviséria. Em
outras palavras, a contradicdo procurada pode ou ndo envolver a proposicao r,

como, por exemplo, p /A —p. Veremos isso no proximo exemplo.

Exemplo 16: provar —p por reducéo ao absurdo, dadas as premissas,

(1) —qVr
2) p—-r
(3) q

Solugéao:
Assim como no caso anterior, devemos introduzir a negacao da conclusao

como premissa provisoria e encontrar uma contradicao.
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(1) —qVr premissa

(2) p—-—r premissa

(3) q premissa

(4) P premissa provisoria

(5) -r modus ponens 2,4
(6) —q silogismo disjuntivo 1,5
(7) g/ (—q) conjungao 3,6
(8) —p reducéo ao absurdo 4,7

Note que neste caso a contradicdo encontrada, q /A —q, ndo envolve p. Por
isso, durante a prova, mais precisamente no ultimo passo, invocamos a redug¢ao
ao absurdo referenciando a premissa proviséria (negagao da conclusao) e a

contradicédo obtida, para finalmente deduzir a concluséo.

Exemplo 17: verifique, utilizando redug&o ao absurdo, a validade do argu-
mento p <« —q - —~(p /A q).

Solugéo:

Ao inserir a negagao da conclusdo como premissa provisoria temos:

(1) P —q premissa

(2) P/Aq premissa provisoria

(3) P simplificagéo 2
(4) q simplificacéao 2

(5) (p ——q)AN(—q — p) equivaléncia da bicondicional 1

(6) (p——q) simplificacéo 5

(7) —q modus ponens 3,6
(8) q/\—q conjungao 4,7
(9) —(p/A\q) reducdo ao absurdo 2,8
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Exemplo 18: verifique, utilizando reducdo ao absurdo, a validade do argu-
mento —pV q,—q,~r — s, p = (s> t)Ft—r.

Solucéo:

Note que nesse caso queremos provar por reducao ao absurdo uma con-
clusdo na forma condicional. O primeiro passo consiste em aplicar o teorema
da deducéo para obter o seguinte argumento (com o antecedente da conclusao

como hipédtese):

-pVq,—q,~T—sp—(s—t)tkr (6.11)

Agora, introduzindo a negagao da conclusdo como premissa provisoria,
temos a seguinte deducéo (note que agora adicionamos duas novas premissas

ao conjunto original):

(1) —pVq premisssa

(2) —q premissa

(3) -T—s premissa

4) —p—(s——t) premissa

(5) t hipétese

(6) -r premissa provisoria

(7) —Pp silogismo disjuntivo 1,2
(8) s — —t modus ponens 4,7
(9) S modus ponens 3,6
(10) -t modus ponens 8,9
(11) t At conjungao 5,10
(12) T redugcdo ao absurdo 6,11
(13) t—or eliminacao da hipétese 5,12



Convém ressaltar que as premissas provisérias e hipéteses sdo removidas

na ordem inversa em que foram introduzidas.
6.6 Conclusoes

Esta Unidade apresentou trés importantes técnicas dedutivas para a derivagao
de conclusdes logicas: a prova direta, a prova condicional, fundamentada no
teorema da dedugéo, e a prova indireta ou por reducao ao absurdo. Na prova
direta vimos que o procedimento adotado € praticamente 0 mesmo que utiliza-
mos na unidade anterior para verificar a validade de argumentos. No que se
refere a esse tépico, a novidade foi a apresentagdo de um método que permite
verificar a inconsisténcia de um dado conjunto de premissas. Também vimos
que para deduzir uma conclusao na forma condicional, devemos acrescentar
0 seu antecedente como hipétese e deduzir o consequente, 0 que é essencial-
mente a prova condicional. Por fim, vimos que € possivel mostrar uma conclusao
qualquer introduzindo sua negag¢do como premissa proviséria e deduzindo uma
contradicédo, pela definicdo da prova por reducédo ao absurdo. Na Unidade 7
estudaremos outra abordagem de inferéncia légica conhecida como prova por

resolugéo.

6.7 Estudos complementares

Uma gama de exemplos envolvendo prova direta, prova condicional e prova por
reducdo ao absurdo pode ser encontrada em Nicoletti (2009), Daghlian (2009) e
Alencar Filho (2002). Para aqueles interessados em uma abordagem mais for-
mal recomendamos as referéncias Souza (2008), Silva (2006), Hilbert & Acker-

mann (1999) e Rautenberg (2010).
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6.8 Exercicios

1) Demonstre cada um dos argumentos utilizando prova direta:

a)p——q,q,7p— (rAs)F (rAs)
b)p—q,~p——(=r),~qFr

c)r— (pVq),~(-r),—qkp
d-pVdgq(qAT)=pkrT

e)(rA—t) = —s,p = s, pAqF—~(—tAr)
fy(rANs)Vp,q— —p,t—=—Pp,qVtEsAr

g —~pANq),q—=1,"p—T1,5s > TFs

hyr— —p,(rAs)Vtt— (qVu),~qgA—uk—p
)—pV-1,pVagr—s(qAs)— (tAs)FsAt
D pVgqVrE—pVr

Kkp—q,(pAgq)—= (rVs),(rVs)— -t (p——t)mutu

) (pVq)— (rAs),—rkE-p

2) Mostre que os conjuntos de proposicdes a seguir sdo inconsistentes dedu-

zindo uma contradicao:

a)T—>p,_'(q\/p),q\/T
b)=(pV4qg),=q—=1,—TVs—p— s

c)(pVs)—q,q—1t—optAT

3) Utilizando a prova condicional, mostre que os argumentos abaixo sao validos:

a) (aVf)—g,j—(—g/A—h),jFa—h

b) -r—q,~t,ms =5 —qF (tV—s) —=r

c)s—nsVp,p—qr—otkF—q—ot



d(pAgq)—rV=s,TtAskp——q
e)(p—q)Vr(sVt) - -1r,sVitAuFp—ogq
fllp—=qg) A=(rA=s)ys = (tVu),~ukFr—t

gprV—qqr—-s,p—("s—=t)F-t——r

4) Utilizando a prova por redugdo ao absurdo, mostre que os seguintes argu-

mentos sdo validos:

a)~(pAq),p—=1qVTE"p

b)p —» —~q,r —= Pp,qVrFE-—p

c)t— —s,f— —~t,sVIF—t
d)sVrs——er—mkE—eVm

e)TV-b (tVs) = 1r,bV-s,—tk—(tVs)
fylpANq) -1, r——Pp,—q——Tkq
g)pV~—q(rVs)—p,qV-s,—rk—(rVs)
hy(p—q)Vr(sVt) = 1sV(tAukFp—q
p—q)—mn(rVs) =tttk —q

Dp—=qV{IAs),~qkFp—s

5) Verifique se as assertivas a seguir sdo vélidas, dado que:

Eu faco exercicios regularmente ou eu engordo.
Se chove, entao a faz frio.
Se eu engordo ou faz frio, entao assisto TV.

Nao assisto TV.

a) Eu fago exercicios regularmente.

b) Se nao faz frio, entdo nao chove e nao engordo.
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UNIDADE 7

Prova por resolucao






7.1 Primeiras palavras

Os métodos de prova discutidos anteriormente sdo todos baseados em um
conjunto de regras de inferéncia. Apesar de bastante poderosas, as técnicas
dedutivas exigem a aplicacao de um conjunto relativamente vasto de operacoes,

0 que, dependendo da situagao, pode ser uma tarefa bastante ardua.

Nesta unidade apresentaremos o conceito de resolucdo, que juntamente
com as definicdes de forma normal conjuntiva (FNC) e notagéo clausal, funda-
mentam a prova por resolu¢do, uma abordagem alternativa, simples e eficiente
para inferir logicamente conclusdes a partir de um conjunto de premissas. O
texto apresentado nesta unidade segue a organizagédo do contelido presente em

Nicoletti (2009), que aborda o tema em questao de maneira bastante didatica.

7.2 Problematizando o tema

A prova por resolugcdo € um procedimento bastante geral, pois € um método
sintatico de prova fundamentado na utilizacdo de uma simples regra de infe-
réncia, o que torna sua aplicacéo facil, vantajosa e computacionalmente viavel

(NICOLETTI, 2009, p. 69).

Em termos praticos, o que esta unidade apresenta € como a prova por
resolugédo pode ser utilizada na demonstracdo de teoremas e verificagcao de ar-

gumentos. Ha o objetivo de responder a perguntas como:

e Qual é a Unica regra utilizada na prova por resolu¢ao?
e Ela pode ser aplicada a qualquer tipo de proposicao?

e Quais as suas vantagens em relacao as técnicas anteriores?

Veremos, através de resultados importantes, respostas para cada uma das

questdes levantadas aqui.
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7.3 Resolucao

A resolucao é uma operacao que pode ser aplicada somente a um subconjunto
restrito de proposi¢des validas: as férmulas bem-formadas conhecidas como
clausulas. Apenas relembrando, clausulas sdo proposi¢cdes que consistem em
uma disjunga@o de literais, ou seja, em uma disjungdo de atomos ou atomos

negados.

A regra da resolugdo deve sempre ser aplicada a um par de clausulas
(clausulas-pais) e produz como resultado uma clausula derivada, chamada de
resolvente. Assim, a regra da resolucao permite combinar duas clasulas, ge-
rando uma terceira, pela eliminacdo de atomos complementares. Essa operacao

¢é formalizada pela definicdo abaixo.

Definicao 7.1: sejam P e Q duas cldusulas. Se existe um atomo a tal que
a € Pe—ae Q,entédo, o resolvente de P e Q com relagéo ao literal a (ou ndo
a), denotado por resolvente(P, Q; a) ou simplesmente res(P, Q; a), é a clausula
(P—{a})u(Q—{—a}), ou seja, é a clausula obtida pela unido de P e Q, removendo

os atomos complementares.

Exemplo: considere as clausulas P = —pVre Q = q V —r. Entdo, resol-
vente(P, Q;r) = —p V q. Por outro lado, se R=—pV qVreS=—qV-r entdo

resolvente(R, S;r) = —pV qV —q e resolvente(R, S;q)=—pV —rVr.

Nesse momento, convém ressaltar a relacao entre a regra da resolugcao de-
finida acima e algumas das regras de inferéncia. Primeiramente, explicitaremos
a equivaléncia entre a regra modus ponens e a resolugcdo. Sabemos que a regra
modus ponens € definida como p — q,p = q, pois representa um argumento
valido. Utilizando a equivaléncia da condicional, podemos escrever P = —p V q.
Definindo Q = p, podemos escrever essa regra, de maneira equivalente, através

do conceito de resolvente, como resolvente(P, Q;p), que é q.

Analogamente, a regra de inferéncia modus tollens pode ser reescrita como

resolvente(P, Q; q), que resulta em —p. Outra regra que pode ser facilmente ex-



pressa dessa maneira é a regra silogismo hipotético. A Tabela a seguir ilustra a
equivaléncia entre a regra da resolucao e algumas regras de inferéncia classicas

(modus ponens, modus tollens e silogismo hipotético).

MP P—aq,pEq resolvente(—p V q,p;p) = q

MT P—q,qE"P resolvente(—p V q,—q;q) = —p

SH p—4q,q—orEp—1 resolvente(-pVgq,—~qVrq=—pVr

Com base no que foi visto até aqui, veremos a seguir um resultado impor-
tante que fundamenta a prova por resolugao. Trata-se do principio da resolugéao,

definido formalmente pelo seguinte teorema:

Teorema (principio da resolucao para a légica proposicional): consi-
dere duas clausulas quaisquer P e Q. Seja ainda a um atomo, tal que a € P e

—a € Q. Entéo:

P, Q = resolvente(P, Q; a) (7.1)

Isso significa que o argumento acima é valido. Em outras palavras, isso
quer dizer que o resolvente de duas clausulas P e Q é consequéncia logica das

duas clausulas.

Portanto, dado um conjunto de premissas, é possivel, a partir de sucessi-
vas aplica¢des da regra da resolucao, provar uma conclusao. Isso é justamente
0 que veremos no restante desta Unidade. Mas antes, para ilustrar a ideia da

resolucdo, apresentaremos um exemplo simples extraido de Nicoletti (2009).

Exemplo 1: nem sempre o conjunto de proposicées sobre o qual deseja-
mos aplicar a regra da resolugdo € composto apenas por clausulas. Suponha
que se deseje aplicar a resolugéo as clausulas P = —p - qe Q = q — .
Para resolver esse problema, o primeiro passo consiste em reescrever cada

proposi¢ao inicial na forma normal conjuntiva, definida por uma conjuncéao de

137



138

o] g

Determinar FNC Determinar FNC

Ci=pVgqg Cy=-qVr

(clausula-pai 1) (clausula-pai 2)

N y

Cg = pVr <« resolvente(Cy,Ca;q)

Figura 7.1 Diagrama ilustrativo do processo de resolucao.

cldusulas. Assim, para o exemplo em questéo, teremos C; = FNC(P) =pV qe
C, = FNC(Q) = —q V r, de modo que resolvente(Cy, Cy; q)=p V r. O diagrama

da Figura 7.1, adaptado de Nicoletti (2009), ilustra todo o processo graficamente.

7.4 Prova por resolucao

A aplicagéo da resolucdo na demonstracdo de teoremas esta diretamente rela-
cionado com a prova por reducao ao absurdo, apresentada na unidade 6. Ba-
sicamente, existem duas maneiras distintas de mostrar uma conclusao légica

utilizando a prova por resolucao:

e através da negacéao da conclusao;

e através da negacao de todo teorema escrito na forma condicional.

A diferenca entre cada uma das abordagens ficara mais clara nos exem-
plos. O método mais usual € o primeiro, uma vez que a negagao da conclusao
€, na maioria das vezes, mais simples e direta que a negacao de todo teorema
escrito na forma condicional. O processo de prova por resolucao utilizando a
primeira abordagem, conforme descrito em Nicoletti (2009), é definido na Tabela

7.1.



Tabela 7.1 Prova por resolucdo através da negacgéo da concluséo.

1. Para cada premissa, bem como para a negac¢do da conclusao, encontrar sua
FNC.

2. Neste ponto, todas as premissas e a negagéo da conclusdo sao conjungdes de
uma ou varias clausulas. Identificar e isolar cada clausula individualmente.

3. Procurar no conjunto de cldusulas por duas delas que contenham o mesmo
atomo, de forma que sejam complementares, por exemplo, uma deve conter p e
outra —p. A aplicacdo da resolugdo ird eliminar esse atomo das duas clausulas,
gerando uma terceira, que passa a ser uma nova candidata junto as demais. Na
pratica, as duas clausulas anteriores transformam-se em uma Unica, através de
uma simples operagéo de cancelamento.

4. Esse processo descrito no passo 3 deve continuar até que se tenha apenas duas
clausulas, ambas compostas por um unico atomo, sendo que uma delas pelo atomo
em si e a outra pela sua negagdo, como, por exemplo, C; =p e C; = —p. Assim, ao
se aplicar a resolugdo nessas duas clausulas, obtemos a clausula vazia, denotada

aqui por nil, o que representa uma contradicao, finalizando a prova.

Observando o processo, é facil notar uma grande analogia entre prova por
resolugao e a prova por reduga@o ao absurdo. Isso decorre do fato de ambas se-
rem baseadas no mesmo principio. A grande vantagem da prova por resolucao
sobre as demais técnicas é que tudo se resume a aplicacdo de uma Unica regra,
a resolugéo, o que torna o método facil de ser aplicado e, inclusive, automa-
tizado. A linguagem de programacao Prolog, bastante utilizada em aplicacdes
computacionais na area de Inteligéncia Artificial, utiliza utiliza esse principio. Ve-

remos a seguir alguns exemplos ilustrativos do conceito de prova por resolucao

extraidos de Nicoletti (2009).

Exemplo 1: verifique a validade do argumento seguinte.

-p—4q,dq—o1,TVs,skp (7.2)
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a) Via regras de inferéncia.
b) Via o principio da resolugao, com negagéo da concluséo.

¢) Via o principio da resolugao, com a negagao do teorema na forma condi-

cional.
Solugéao:
a) Para mostrar que o argumento em questao é valido, vamos utilizar a

prova direta. A prova é dada pela seguinte deducgéao:

(1) p—gq premissa
(2) g—=r premissa
(3) —-rVs premissa
(4) —s premissa
(5) -r silogismo disjuntivo 3,4

(6) —qVr equivaléncia da condicional 2
(7) —q silogismo disjuntivo 5,6
(8) pVq equivaléncia da condicional 1

(9) P silogismo disjuntivo 7,8

b) Neste caso, para provar o argumento utilizando o principio da resolu-
¢ao, primeiramente devemos encontrar a FNC das premissas e da negacao da

conclusao, conforme observamos abaixo:

FNC(=p —q) |7 p—=q=—("p)Vag=pVq
FNC(q — 1) q—=r=—qVr
FNC(—1V's) —-TVs
FNC(—s) —s
conclusdo negada: -p
FNC(—p) -p




Assim, temos a seguinte prova por resolucao:

Clausulas Comentario

(M| pVq clausula da primeira premissa
(2) | ~qVr | clausula da segunda premissa
(3)| rVs clausula da terceira premissa
(4) —s clausula da quarta premissa

(5)| —p |clausula da negagéo da conclusao

(6) q resolvente da resolucdode 1 e 5
(7) T resolvente da resolugdo de 2 e 6
(8) s resolvente da resolucdo de 3 e 7

(9) | nil resolvente da resolucdo de 4 e 8

Como chegamos em nil, demonstramos que o argumento em questao é
valido. A Figura 7.2 ilustra a arvore de refutagdo correspondente a prova por

resolucdo anterior.

pvq —qVr —rvs —S —p
O
pvr
\
pVvs
i
p
3
nil

Figura 7.2 Diagrama ilustrativo do processo de resolugao.

Uma observacao importante € que a prova por resolucdo ndo € unica, no
sentido de que a cldusula vazia nil ndo é obtida unicamente a partir da sequén-

cia de operagdes mostradas neste exemplo. Pode haver outra sequéncia de
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operagdes que levam ao mesmo resultado.

c) Para provar o argumento utilizando o principio da resolugao com a ne-
gacao de todo teorema, o primeiro passo consiste em escrever o argumento na

forma condicional, que é dada por:

(Fp—=gA(@=1)A(-rVs)A—s)—p (7.3)

A seguir, devemos encontrar a negacao da expressao toda, escrevendo
a formula resultante na FNC. Isso requer a utilizagao da &lgebra proposicional.

Aplicando a negacao e utilizando a equivaléncia da condicional, temos:

~((p= A (@=T)A(TTVs)Ams) = p) = (7.4)

~(=p = A (@ =T)A(FrVs) A=s) Vp)

Aplicar a Lei de De Morgan na negacao mais externa nos leva a:

~((p = DA (g =) A(TTVs)A=s) V) = (7.9)

(Fp—=g) AN (@) (=rVs)A—=s)A—p

E, finalmente, eliminando as condicionais restantes por equivaléncias 16gi-

cas e 0s paréntesis desnecessarios, chegamos a FNC desejada:

(p=gA(gq=1)AN(TVs)A—=s)A—p = (7.6)

PVAANA(—qVT)A(=TVs)AN=s/A\—p



Note que as clausulas obtidas sdo exatamente iguais as obtidas no item
anterior, pela negagao da conclusao. Portanto, a partir desse ponto, a prova por

resolucao sera idéntica ao caso anterior.

Exemplo 2: verificar a validade do argumento seguinte.

-p—q,r—s(qVs)—=t,tE—pA-T (7.7)

a) Mediante prova por resolu¢cdo com negacao da conclusao.

b) Mediante prova por resolu¢cdo com negagéo do teorema na forma condi-

cional.
Solugao:

a) Para a prova por resolucao, o primeiro passo consiste na determinacéo

das FNCs das premissas e da negacao da conclusao.

FNC(p — q) pP—=q="pVq
FNC(r — s) ros=-TVs
FNC((qVs) —t) (qVs) —ot=
—(qVs)Vt=

(—rqNA—s)Vt=

(~q V) A (=s V)

FNC(—t) —t
concluséo negada: —(pA—-r) =
pVrT
FNC(=(—=p A—1)) pVr

Identificando e separando as clausulas, efetuamos a prova por resolucao:
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Clausulas Comentario

(1) |- pVq clausula da primeira premissa
(2) | =r Vs clausula da segunda premissa
(3) | =q V't | clausula 1 da terceira premissa
(4) | =sVVt | clausula 2 da terceira premissa
(5) —t clausula da quarta premissa

(6) | pVr |clausula da negagao da concluséo

(7) | =p V't | resolvente da resolucdode 1 e 3

(8) -p resolvente da resolucdo de 5 e 7
(9) —s resolvente da resolucdo de 4 e 5
(10) -r resolvente da resolucdo de 2 e 9
(11) P resolvente da resolucdo de 6 e 10

(12) | mil resolvente da resolucdo de 8 e 11

Portanto, o argumento em questao é valido. A representagéo grafica em

termos da arvore de refutacao € mostrada na Figura 7.3.

—.qu —'PVQ —f —s VT —rV S
ﬁpvr / //
m[

Figura 7.3 Diagrama ilustrativo do processo de resolugéo.

b) Na prova por resolucdo com negacéo de todo teorema, o0 primeiro passo

144 consiste em escrevé-lo na forma condicional, o que nos fornece:



(p=aAr—=s)A(qVs) =t A-t) = (FpA—r) (7.8)

Em seguida, devemos negar toda a sentenca e escrever o resultado da
negacao na FNC. Note que esse procedimento deve produzir exatamente o

conjunto de clausulas obtido pela negacao da concluséo.

Aplicando a negagéo na forma condicional e utilizando a equivaléncia da

condicional, temos:

“((p= A r=s)N((qVs) =) A—t) = (FpAr)) = (7.9)

~llp= g Ar=s)A((qVs) = ) A=)V (=p A=)

Aplicar a Lei de De Morgan na negacao mais externa nos leva a:

~llp=aAr=s)AqVs) 2t ATV (mpA—r)) = (7.10)

(p=aNAr—=s)AqVs) =t A-t) A=(=p /A —r)

Aplicando De Morgan no ultimo termo e eliminando as condicionais res-

tantes através de equivaléncias logicas, temos:

(p= g AT —=s)AN((qVs) = t)ANt)A=(—pA—-1) = (7.11)

(pPVgA(TVs)A(=(qVs)VE)A-tA(pVT)

Por fim, aplicando De Morgan e a distributiva no terceiro termo, chegamos

a FNC desejada:
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(PpVYPANA(TrVsS)IAN(=(qVs)VI)AtA(pVT) = (7.12)

(pPVGPA(FTVS)IA(qVA(=sVE)AtA(pVT)

Observando a FNC, é possivel notar que as clausulas que a compode sao

exatamente as mesmas obtidas no item anterior. Apenas para ilustrar que existe

mais de um procedimento valido de prova por resolucao, utilizaremos aqui o

mesmo conjunto de cldusulas para validar o argumento, mas seguindo uma outra

sequéncia de passos que nos levara a clausula vazia nil.

Identificando e separando as clausulas, podemos efetuar a seguinte prova

por resolucao (partindo do mesmo conjunto de cldusulas, mas de forma diferente

do item anterior):

Clausulas Comentario
(1) |=pVq cldusula da primeira premissa
(2) | =r Vs clausula da segunda premissa
(3) | /qVVt clausula 1 da terceira premissa
(4) | =s\Vt clausula 2 da terceira premissa
(5) -t clausula da quarta premissa
(6) | pVr | clausula da negacado da conclusédo
(7) —s resolvente da resolucido de 4 e 5
(8) -r resolvente da resolucdo de 2 e 7
(9) P resolvente da resolucido de 6 e 8
(10) q resolvente da resolucdo de 1 e 9
(11) —q resolvente da resolucdo de 3 e 5
(12) | mil | resolvente da resolucao de 10 e 11

Portanto, a prova por resolu¢gdo com a negacao do teorema na forma condi-

cional mostra a validade do argumento em questao.



7.5 Conclusoes

Esta unidade apresentou o conceito de prova por resolucdo. Vimos que trata-se
de um método bastante geral e que utiliza apenas uma regra, sendo fundamen-
tado pelo principio da resolucao, que nos diz que o resolvente de duas clausulas
€ consequéncia logica delas. Foram apresentadas duas abordagens distintas,
porém equivalentes, para conduzir a prova por resolu¢do, uma baseada na ne-
gacéao da concluséo e outra baseada na negacao do teorema como um todo em
sua forma condicional. Em ambas, o destaque fica por conta da importancia
do estudo das formas normais, mais especificamente da FNC, que é essencial
para a constru¢do da prova por resolug¢do. Finalizamos aqui nosso estudo sobre
a légica proposicional. Na Unidade 8, sera apresentada uma introdugéo a logica
de predicados, que pode ser considerada como uma generalizacao da logica

proposicional.
7.6 Estudos complementares

Para um estudo mais aprofundado sobre métodos automatizados para prova de
teoremas, Nicoletti (2009) apresenta um capitulo completo dedicado ao estudo
do algoritmo de Wang, um método sintatico que utiliza um conjunto de regras
para aplicar transformacdes nas subférmulas derivadas até que se atinja um de-
terminado critério de parada. Métodos alternativos de prova, como os baseados
em tableux semanticos, dentre outros, sédo discutidos em Souza (2008) e Silva

(2008).
7.7 Exercicios

1) Considere as seguintes premissas:

Se Ana sente dor estdmago, ela fica irritada.
Se Ana toma remédio para dor de cabeca, ela sente dor de estdbmago.

Ana néo esti irritada.
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Logo, ela ndo tomou remédio para dor de cabeca.

Prove que o argumento acima é valido, utilizando:

a) Prova por resolucdo com a negacao da conclusao.

b) Prova por resolucado com a negacao do teorema na forma condicional.

2) Considere as seguintes premissas:

Se o universo é finito, entdao a vida é curta.
Se a vida vale a pena, entdo a vida € complexa.
Se a vida é curta ou complexa, entdo a vida tem sentido.

A vida nao tem sentido.

Utilizando o principio da resolugdo com negagédo da concluséo, prove as

seguintes assertivas:

a) Se o universo é finito e a vida vale a pena, entéo, a vida tem sentido.
b) A vida nao é curta.
c) A vida ndo é complexa ou o universo nao é finito.

d) A vida vale a pena se e somente se a vida tem sentido.

3) Repita cada item do exercicio anterior utilizando o principio da resolugdo com

a negacéo do teorema na forma condicional.

4) Considere as seguintes premissas:

Se o programa € bom ou passa no horario nobre, o publico assiste.
Se o publico assite e gosta, entdo, a audiéncia é alta.

Se a audiéncia é alta, entdo, a propaganda é cara.

O programa passa no horario nobre, mas a propaganda € barata.

Logo, o publico ndao gosta do programa.
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Prove que o argumento acima é valido, utilizando:

a) Prova por resolugcdo com a negacao da conclusao.

b) Prova por resolu¢cdo com a negacao do teorema na forma condicional.

5) Considere as seguintes premissas:

Se o time joga bem, ganha o campeonato.

Se o time nao joga bem, o técnico é culpado.

Se o time ganha o campeonato, os torcedores ficam contentes.
Os torcedores ndo estao contentes.

Logo, o técnico é culpado.
Prove que o argumento acima é valido, utilizando:

a) Prova por resolugcao com a negacao da conclusao.

b) Prova por resolu¢cdo com a negagao do teorema na forma condicional.

7.8 Referéncias

NICOLETTI, M. C. A Catrtilha da Logica. 2. ed. Sédo Carlos: EAQUFSCar, 2009.

SILVA, F. S. C.; FINGER, M.; MELO, A. C. V. Légica para Computagdo. Sao

Paulo: Thomson Learning, 2006.

SOUZA, J. N. Ldgica para Ciéncia da Computagcdo. 2. ed. Rio de Janeiro:
Elsevier, 2008.

7.9 Referéncias consultadas

ALENCAR FILHO, E. Iniciagdo a Logica Matematica. Sao Paulo: Nobel, 2002.

BISPO, C. A. F; CASTANHEIRA, L. B.; FILHO, O. M. S. Introdug&o a Ldgica

Matematica. Sao Paulo: Cengage Learning, 2011.

DAGHLIAN, J. Ldgica e Algebra de Boole. 4. ed. Sao Paulo: Atlas, 2009.

149



GUIMARAES, J. O. Introdugdo & Légica Matematica. Disponivel em:
<http://www2.dc.ufscar.br/~jose/courses/09-1/LC/Logica para Computacao.pdf>.
Acesso em: 15 out. 2011.

HILBERT, D.; ACKERMANN, W. Principles of Mathematical Logic. 2. ed. New
York: Chelsea Publishing Company, 1999.

RAUTENBERG, W. A Concise Introduction to Mathematical Logic. 3. ed. Berlin:
Springer, 2010.

150



UNIDADE 8

Logica de predicados: introducao e conceitos
basicos






8.1 Primeiras palavras

Conforme vimos nas unidades anteriores, a l6gica proposicional é um forma-
lismo que permite a representacdo e deducdo de conhecimento de forma sis-
tematica e precisa. Porém, em diversas situacdes, a l6gica proposicional ndo é
suficiente para representar toda a base de conhecimento a respeito de proble-

mas e suas solugoes.

Veremos aqui que a logica de predicados, também conhecida como 16-
gica de primeira ordem, que pode ser entendida como uma generalizagdo da
I6gica proposicional, € bem mais abrangente, permitindo a representacdo de
uma quantidade bem maior de conhecimento, gragas a existéncia dos quantifi-
cadores, fungdes e predicados em sua linguagem. Isso permite a representacao
de um numero muito maior de sentencgas da linguagem natural, por exemplo. Em
outras palavras, a estrutura da légica proposicional estd imersa na estrutura da
l6gica de predicados, o que reforca a importancia de todo conteldo apresentado

nas unidades anteriores.

Nesta unidade serao apresentados 0s conceitos basicos da légica de predi-
cados, como quantificadores, negacao de sentencas quantificadas, seu alfabeto,
representacao de sentengas da linguagem natural, bem como algumas conside-

racdes iniciais sobre regras de inferéncia.

8.2 Problematizando o tema

O objetivo primario do estudo da l6gica de predicados é generalizar a légica pro-
posicional para obter um sistema l6gico mais amplo, capaz de expressar senten-
¢as muito mais complexas. Vamos considerar, por exemplo, o enunciado: fodo
S é P. O que essa expressao quer de fato dizer & qualquer que sejax, sex é S,
entdo, x é P. Esse é um tipo de sentenca que jamais poderia ser representada
na légica proposicional.

Convém notar, no entanto, que nessa sentenca ha uma condicional, da
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mesma maneira que acontecia na l6gica proposicional. A diferenca agora é jus-
tamente a presenga do quantificador universal (que significa para todo ou qual-
quer que seja) e dos predicados S e P. Veremos que na légica de predicados
dois quantificadores sao utilizados: o universal, que associa uma determinada
assertiva a todos os individuos de um certo dominio, e o existencial, que rela-
ciona a assertiva a alguns individuos do dominio. Outros exemplos de sentenca

gue podem ser representadas na légica de predicados séo:

todos os homens sao mortais.

existem pessoas bondosas, no entanto nem todas sdo bondosas.

alguns alunos estudam, mas nem todos os alunos sédo aprovados.

nem todas as pessoas sabem dirigir.

8.3 A linguagem da l6gica de predicados

Nesta se¢céo iremos definiremos de maneira um pouco mais formal, tudo o que
foi dito nas secdes anteriores, através da definicdo da linguagem da logica de
predicados. Da mesma maneira que na l6gica proposicional, podemos definir
um alfabeto da logica de predicados composto por duas classes de simbolos:
os légicos, cuja interpretacao independe do contexto em que estamos), e o0s
nao légicos, cuja interpretacao varia de problema para problema.

O alfabeto da logica de predicados é definido pelo conjunto de simbolos

descritos a seguir.

Simbolos légicos

e operadores légicos: —, A\, V, = e &
e quantificadores: Ve 3

e simbolos de pontuacéao: (e )



Simbolos nao logicos

e constantes: representadas por letras mindsculas, em geralde aa t
e variaveis: representadas usualmente pelas letras minusculas u, v, w, x, y

e letras predicativas (ou predicados): representadas por letras maiusculas

Para garantir que existam simbolos suficientes para representar qualquer
conjunto de sentencas, por mais complexo que seja, € permitida a utilizacdo
de subscritos numéricos como a3, x2 € Ps. Assim, uma férmula da linguagem
da légica de predicados é definida como sendo qualquer sequéncia de simbo-
los desse alfabeto. Porém, muitas delas ndao tem sentido nenhum para nosso
estudo. Assim como na logica proposicional, nosso interesse é nas férmulas
bem-formadas, ou seja, aquelas que seguem uma estrutura sintatica bem defi-

nida.
A seguir apresentaremos algumas definicdes basicas importantes.

Defini¢ao 8.1: um predicado P é dito n-ario se ele possui n argumentos,

ou seja, se pode ser escrito como P(aj, az,...,ay), No qual a; € uma constante.

Definicao 8.2: se P é um predicado n-ario, entdo, ele € uma férmula at6-

mica.

E interessante notar a analogia com a légica proposicional. Enquanto 14 os
atomos eram proposi¢oes simples, aqui sao predicados. Esse é um dos motivos
pelos quais podemos caracterizar a légica proposicional como um subconjunto

da légica de predicados.

O conceito de férmula bem-formada (ou WFF) da légica de predicados é

definido pelas seguintes regras de formagcao (NOLT & ROHATYN, 1991):

e toda formula atdbmica é uma WFF
e se ¢ é uma WFF, entdo —¢ € uma WFF

e se ¢ e sdo WFFs, entdao (pAY), (pV), (b — ) e (b « ) sdo WFFs
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e se ¢ é uma WFF contendo uma constante a, entdo, qualquer férmula da
forma Vxd*/a ou Ixd*/a, onde ¢*/a é o resultado de se substituir uma ou
mais ocorréncias de a na formula ¢ por uma variavel x que nao ocorre na

férmula. Dizemos, neste caso, que a férmula € uma sentenca quantificada.

Uma observacao quanto as sentencgas da logica de predicados é que nem
todos os enunciados necessitam de quantificadores. Por exemplo, enunciados
do tipo sujeito-predicado, que apenas atribuem uma propriedade a uma pessoa
ou objeto, como em Carlos é médico. Outros casos sdo sentencas simples do
tipo predicado-sujeito-objeto, como em Maria adora sorvete.

A seguir veremos exemplos ilustrativos adaptados de Nolt & Rohatyn (1991)

sobre formulas bem-formadas na logica de predicados.

Exemplo 1: formalizar os enunciados abaixo considerando a seguinte in-
terpretacao de simbolos: as constantes b e c representam respectivamente os
nomes préprios Bernardo e Carol; as letras predicativas M, E e A sédo os predi-
cados undrios ’é mecanico’, ’é enfermeira’ e 'é anel’; as letras predicativas Le T
sdo os predicados binarios ... ama ..’ e ... € mais alto que ..”; a letra predicativa
D é o predicado ternario ... da ... para ....

a) Carol e Bernardo sdo mecanicos.

b) Carol € mecénica ou enfermeira.

c) Se Carol é mecanica, entao, ela ndo é enfermeira.

d) Bernardo ama Carol.

e) Bernardo ama qualquer pessoa.

f) Qualquer um ama a Carol.

g) Qualquer pessoa ama a si mesma.

h) Existe alguém que ama tanto Bernardo como Carol.

i) Existe alguém que Bernardo ama e alguém que Carol ama.

j) Carol deu alguma coisa para Bernardo.



k) Bernardo deu um anel para Carol.

I) Existe alguém que ama todo mundo.

m) Se Bernardo ndo ama a si proprio, entédo, ele ama ninguém.

n) Para quaisquer trés objetos, se o primeiro € mais alto que o segundo e 0
segundo & mais alto que o terceiro, entao, o primeiro € mais alto que o terceiro.

Solucgéo:

a) M(c) AM(b)

b) M(c) V E(c)

c) M(c) — —E(c)

d) L(b,c)

e) vx(L(b,x))

f) vVx(L(x,c))

g) Vx(L(x,x))

h) Ix(L(b,x) A (L(c,x)))

i) Ix(L(b,x)) A 3y(L(c,y))

i) Ix(D(c,x,b))

k) 3x(A(x) AD(b,x,c))

1) Ix(Vy(L(x,y)))

m) —L(b,b) — Vx(—L(b,x))

n) Vxvyvz((T(x,y) A T(y,z)) — T(x,z))

Exemplo 2: formalizar os seguintes enunciados considerando a seguinte
interpretacdo de simbolos: a letra predicativa C é o predicado de aridade 0 (ndo
tem nenhum argumento) 'Esta chovendo’; as letras predicativas R, V e S sdo os
predicados unarios 'é uma rad’, ’é verde’ e ’é saltitante’.

a) Se esta chovendo, entdo, todas as ras estao saltitando.

b) Todas as ras verdes estao saltitando.
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c) Nao é verdade que algumas ras verdes estao saltitando.
d) Se nada é verde, entdo, ndo existem ras verdes.

e) Ras verdes saltam se e somente se nao esta chovendo.

Solug&o:

a) C — Vx(R(x) — S(x))

b) Vx((R(x) A V(x)) = S(x))

c) ~Ix(R(x) A V(x) AS(x))

d) Vx(—V(x)) = =3x(R(x) A V(x))
e) Vx((R(x) A V(x)) = (S(x) & =C))

E interessante notar que o operador de negacao pode ser utilizado também
em quantificadores para expressar enunciados como ndo existem ou n&o é ver-
dade que todo. Veremos na proxima secdo alguns resultados que relacionam a
negacao de sentengas quantificadas com regras da algebra proposicional, como

as Leis de De Morgan.

8.4 Valores ldgicos de sentencas quantificadas

Até o momento o foco da discussado foram os aspectos sintaticos da légica de
predicados, ou seja, como fazemos para construir formulas validas. Nesta secao
estamos interessados em estudar aspectos semanticos, ou seja, desejamos re-

sponder a seguinte pergunta: quando uma sentenca quantificada é verdadeira?

Quando queremos obter o valor Iégico de uma sentenca quantificada, pre-
cisamos especificar o dominio (ou conjunto universo U) da variavel ou varia-
veis envolvidas, que nada mais é que o conjunto de todos os possiveis valores
que ela(s) pode(m) assumir. Por exemplo, considere a sentenga matematica:
2+ 1 < 10. Esse é um tipo de proposi¢ao que estdvamos acostumados a lidar
na légica proposicional. Chamaremos essa proposicao de P. Sabemos que o
valor l6gico de P é V, pois ela expressa uma verdade independente de qualquer

contexto. Agora, suponha a sentenga: x + 1 < 10. Nesse caso, seu valor 16-



gico depende do conjunto universo da variavel x, pois trata-se de uma sentenca

aberta. Outro conceito importante que sera definido € o de conjunto-verdade.

Defini¢ao 8.3: o conjunto verdade V de uma sentenga quantificada é o

conjunto dos valores da variavel para os quais a sentenca é verdadeira.

Assim, podemos definir regras para determinar o valor verdade de sen-
tencas quantificadas baseado nas definicdes de dominio (conjunto universo) e

conjunto verdade (Daghlian, 2009).

Definicao 8.4: a sentencga Vx(P(x)) é verdadeira se e somente se o conjunto
verdade de P(x) e o conjunto universo forem iguais, ou seja, U = V, sendo falsa

quando U # V. A tabela abaixo ilustra alguns exemplos:

Vx(P(x)) u V | valor l6gico

Vx(x =0) {0} {0} \%

Vx(x = 0) 0,1 |0 F
Vx(2x —1=15) (3} (3} \%
Vx(2x —1=5) | {x : x € N} | {3} F

Definicao 8.5: a sentenca 3x(P(x)) é verdadeira se e somente se o conjunto

verdade de P(x) € ndo vazio, ou seja, V # @, sendo falsa quando U = ©.

Ix(P(x)) u V | Valor Logico

Ix(x = 0) {0} {0} \

Ix(x = 0) 0,1 | {0} \%
Ix(2x — 1 =5) 3} 3} \%
Ix(2x —1=5) | {x:x € N} | {3} \%
Ix(2x—1=5)| {0,1,2} |{3} F

Assim como no calculo proposicional, a grande motivagdo do estudo da

l6gica de predicados € a construicao de mecanismos sistematicos de inferéncia.
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A principal diferenga entre o calculo proposicional e a l6gica de predicados é
que, além de todo aquele conjunto de regras apresentado anteriormente, sao
necessarias novas regras para tratar especificamente dos quantificadores uni-
versal e existencial. Veremos a seguir aspectos introdutérios da utilizacao de

regras de inferéncia na légica de predicados.

8.5 Inferéncia na légica de predicados

Basicamente, a inferéncia na légica de predicados adiciona ao conjunto de re-
gras de inferéncia da légica proposicional duas regras para o quantificador uni-
versal (eliminacdo universal e introdugéo universal), duas regras para o quanti-
ficador existencial (eliminacdo existencial e introducéo existencial), regras para
introducao e eliminacao da identidade, além de quatro regras para intercambio
de quantificadores, baseadas nas propriedades da negagao, conforme veremos
mais adiante. O exemplo a seguir ilustra uma demonstracdo no calculo de pre-

dicados que usa apenas regras da logica proposicional.

Exemplo 3: prove o argumento —F(a)\V 3x(F(x)), Ix(F(x)) — P+ F(a) — P.

Solucao:
(1) —F(a) V Ix(F(x)) premissa
(2) Ix(F(x)) = P premissa
(3) F(a) hip6tese (prova condicional)
(4) —(—F(a)) dupla negacéao 3
(5) Ix(F(x)) silogismo disjuntivo 1,4
(6) P modus ponens 2,5
(7) Fla) - P eliminacao da hipétese 3,7

Apenas para mostrar a analogia entre o calculo proposicional e o calculo

160 de predicados, alguns exemplos simples de utilizacdo das regras de eliminacao



e introducao universal serdo apresentados a seguir.

8.5.1 Regras de inferéncia para o quantificador universal

Basicamente, a regra de eliminacao do quantificador universal define que o que
¢é valido para qualquer coisa (todo universo) deve ser verdadeiro também para
um objeto especifico daquele universo. Essa regra é definida conforme segue

(NOLT & ROHATYN, 1991):

Eliminacao universal (EU): de uma WFF quantificada universalmente,
isto é, Vx(P(x)), podemos inferir uma wff da forma P(a), substituindo cada ocor-
réncia da variavel x pela constante a.

Exemplo 4: prove a validade do argumento seguinte.

Todos os homens s&o mortais.

Sécrates € um homem.

Portanto, Sécrates € mortal.

Solugéo:

Escrevendo o argumento na linguagem da logica de predicados, temos:

Yx(H(x) — M(x)),H(s) - M(s) (8.1)

A validade desse argumento é demonstrada de acordo com a seguinte

prova:

(1) Vx(H(x) = M(x)) premissa

(2) H(s) premissa

(3) H(s) — M(s) eliminacéo universal 1
(4) M(s) modus ponens 2,3

Exemplo 5: prove a validade do argumento seguinte. 161



162

Vx(F(x) — G(x)), Vx(F(x)) - G(a) (8.2)

Solugao:
A validade desse argumento é demonstrada de acordo com a seguinte

prova:

(1) vx(F(x) — G(x)) premissa

(2) vx(F(x)) premissa

(3) F(a) — G(a) eliminacao universal 1
(4) F(a) eliminacdo universal 2

(5) G(a) modus ponens 3,4

A regra introdugao universal permite utilizar na prova um individuo a como
um representante de todos os individuos do universo. Porém, ela possui uma
série de restricoes e, por esse motivo, ndo a apresentaremos aqui. Maiores
detalhes sobre essa regra podem ser encontrados em Nolt & Rohatyn (1991).

Veremos agora, de maneira sucinta, a regra introducao existencial, definida
como segue (Nolt & Rohatyn, 1991):

Introducao existencial (IE): dada uma WFF contendo uma constante a,
por exemplo, P(a), podemos inferir uma wff da forma Ix(P(x)), substituindo as

ocorréncias de a, por uma variavel x que ndo ocorra na formula.

Exemplo 6: demonstre a validade do argumento seguinte.

Vx(F(x) V G(x)) F Ix(F(x) V G(x)) (8.3)

Solucao:
A validade desse argumento é demonstrada de acordo com a seguinte

prova:



(1) ¥x(F(x)V G(x)) premissa

(2) F(a) V G(a) eliminacdo universal 1

(3) Ix(F(x) V G(x)) introducdo existencial 2

Por fim, a regra eliminagédo existencial permite, sob certas condi¢des, as-
sumir como hipétese uma instancia de uma sentenca existencial. Porém, assim
como a regra introdugao universal a utilizagcao desta regra requer varios cuida-
dos e, por essa razao, nao nos aprofundaremos nesse assunto. Maiores de-
talhes podem ser encontrados em Nolt & Rohatyn (1991) e Hilbert & Ackermann

(1999).

8.6 Negacao de sentencas quantificadas

Para introduzir o conceito de negacéo de sentencas quantificadas, o texto apre-
sentado nesta seg¢do é baseado no conteudo de Daghlian (2009). Considere
uma sentenca aberta ou predicado P(x) e o conjunto universo da variavel x de-
finido por U ={a, b, ¢, d,...}. Entdo, se P(x) é verdadeira, significa que é valida
a seguinte equivaléncia:

Vx(P(x)) = P(a) AP(b) AP(c)AP(d) A... (8.4)

Assim, sua negacgéo é dada por:

=(¥x(P(x))) = —(P(a) AP(b) AP(c) AP(d)A...) (8.5)

Mas, pela Lei de De Morgan temos que:

=(¥x(P(x))) = (—P(a) V—P(b) V —=P(c) V—-P(d) V...) (8.6)

Isso resulta em:
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(—P(a) V —=P(b) V —=P(c) V—P(d) V...) = Ix(—P(x)) (8.7)

Dessa forma, temos a seguinte regra:

—(Vx(P(x))) = Ix(—P(x)) (8.8)

Vejamos agora 0 que acontece no caso inverso. Supondo que P(x) é ver-

dade, entdo, também é valida a seguinte equivaléncia:

Ix(P(x)) =P(a) VP(b)VP(c)VP() V... (8.9)

Sua negacao é dada por:

—(3x(P(x))) = —~(P(a) VP(b) VP(c)VP()V...) (8.10)

Mas novamente pela Lei de De Morgan, temos que:

=(Ix(P(x))) = (—=P(a) A—=P(b) A=P(c) A=P(d) \...) (8.11)

Isso resulta em:

(—=P(a) A—P(b) A=P(c) A—=P(d) A...) = Vx(—P(x)) (8.12)

Sendo assim, temos uma segunda regra:

—(Ix(P(x))) = Vx(—P(x)) (8.13)

Essas duas importantes equivaléncias sdo conhecidas como segunda Lei
da negacao de De Morgan. Em resumo, o que essas regras nos dizem é que
a negacéao transforma o quantificador universal em quantificador existencial, e

vice-versa (ALENCAR FILHO, 2002).



Esse resultado € importante pois, apesar de ser um resultado teérico obtido
na légica de predicados, transcende barreiras pois acaba sendo util nas lingua-
gens naturais, como portugués ou inglés, por exemplo. Veremos a aplicacao
disso nos exemplos a seguir.

Exemplo 7: negar a sentega existem pessoas que ndo gostam de estudar.

Solugéo:

Escrevendo na linguagem da I6gica de predicados, temos:

3: existem

X: pessoas

P(x): gostam de estudar

Portanto, a sentenga que queremos negar é Ix(—P(x)). Utilizando as re-
gras da negacao teremos que —3x(—P(x)) = Vx(P(x)), o que corresponde a to-
das as pessoas gostam de estudar, que € equivalente a sentenca ndo ha quem

nédo goste de estudar.
Exemplo 8: negar a senteca todos 0s pescadores sdo mentirosos.
Solugéo:
V: todos
x: pescadores (nosso dominio sdo os pescadores)
P(x): pescadores sdo mentirosos

Utilizando as regras da negacao teremos que —Vx(P(x)) = 3Ix(—P(x)), o

que corresponde a existe pescador que ndao é mentiroso.

Outros exemplos de negacao de sentencas utlizadas em linguagem natural

a) Existe ao menos um aluno que esta doente

Negacao: qualquer que seja o aluno, ele ndo esta doente, ou em palavras

mais simples, nenhum aluno da turma esta doente.
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b) Existe um planeta que € habitavel

Negacao: todos os planetas ndo sdo habitaveis, o que quer dizer a mesma

coisa que nenhum planeta é habitavel.

8.7 Conclusoes

Esta unidade apresentou uma breve introducao a logica de predicados a partir
da definicdo de conceitos basicos como seu alfabeto, férmulas bem-formadas,
sua utilidade como linguagem de representagédo de conhecimento, bem como al-
guns aspectos semanticos relacionados a inferéncia e a negagao de expressdes
validas. Por fim, o que é realmente importante se ter em mente neste momento
€ que o ponto chave desta unidade foi caracterizar que a l6gica proposicional
nada mais € que um subconjunto da légica de predicados, no sentido de que
a ultima é constituida de tudo aquilo que foi apresentado neste material, mais
um conjunto de ferramentas que permite ndo somente representar um ndmero
muito maior e mais abrangente de informacao, como também extrair mais conhe-

cimento através de mecanismos de inferéncia mais poderosos.

8.8 Estudos complementares

O conteldo apresentado nesta unidade corresponde apenas a uma introducao
extremamente superficial da légica de predicados. Diversos aspectos relevantes
a um tratamento mais rigoroso e formal foram deixados de lado em detrimento
de outros assuntos abordados neste material. Para um estudo mais detalhado
e aprofundado recomendamos Nicoletti (2009), Nolt & Rohatyn (1991) e Hilbert
& Ackermann (1999). Em Nicoletti (2010) diversos aspectos fundamentais como
0s conceitos de substitui¢cdo, unificacdo, formas normais e resolugao em légica

de predicados sao discutidos detalhadamente junto a exemplos e aplicacées.



8.9 Exercicios

1) Apresentar a negacdo de cada uma das seguintes proposicdes:
a) Vx(P(x)) A 3x(Q(x))
b) Ix(P(x)) V Vx(Q(x))
¢) Ix(=P(x)) V vx(=Q(x))

d) Ix(P(x)) = ¥x(—Q(x))

2) Verifique se as sentencas a seguir sdo equivalentes:
a) Nem todo politico é corrupto e existe politico que ndo é corrupto

b) Nem todo jogador brasileiro é conhecido e existe jogador brasileiro des-

conhecido

3) Formalize as sentengas abaixo utilizando a interpretacdo dada a seguir.

Simbolo Interpretacao
Nomes
a André
b Beatriz
f fama
d dinheiro
Predicados unarios
F é famoso
A € ambicioso
H € ser humano
Predicado binario
G ... gosta de ...
Predicado ternario
P ... prefere ... a ...

a) André prefere Beatriz a dinheiro e fama.

b) Beatriz prefere qualquer coisa a André.

c¢) Alguns humanos sao ambiciosos e famosos.

d) Nem toda pessoa que gosta de dinheiro é ambiciosa.

e) Ninguém gosta de todo mundo.
) Ninguém g 167
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f) André gosta de todo ser humano que gosta dele.

g) Nem todos gostam de todos que sao famosos.

h) Se André é ambicioso e Beatriz nao é, entdo, André e Beatriz ndo séo
idénticos.

i) André € o unico ser humano que n&o € ambicioso.

j) André prefere dinheiro a qualquer coisa mais.

k) Todo ser humano que prefere dinheiro a qualquer coisa mais, é também

ambicioso.

4) Formalize os argumentos abaixo utilizando a interpretagdo dada a seguir.

Simbolo Interpretacao
Nomes
p l6gica proposicional
r I6gica de predicados

[ l6gica de predicados com identidade
Predicados unarios

R € um conjunto de regras

S € um sistema formal
Predicado binario

F ... €uma férmula de ...

P ... € uma parte de ...

W ... €uma wiff de ...

a) A légica proposicional é uma parte da l6gica de predicados. Portanto, a

l6gica de predicados ndo € uma parte da I6gica proposicional.

b) Todo sistema formal € um conjunto de regras. Portanto, todo conjunto

de regras € um sistema formal.

c) Nao é verdade que nado existem sistemas formais, pois a logica de pre-

dicados é um sistema formal.

d) Como todo sistema formal € um conjunto de regras, nada que nao € um

conjunto de regras nao é um sistema formal.

e) Existem férmulas da légica de predicados. Portanto, existem WFFs da



I6gica de predicados, pois todas as WFFs da l6gica de predicados sao férmulas

desta.

f) Se um sistema formal é parte de um segundo sistema formal, entéo, toda
WFF do primeiro é uma WFF do segundo. A l6gica de predicados é uma parte
da légica de predicados com identidade e ambas sao sistemas formais. Assim,
toda WFF da légica de predicados é também uma WFF da légica de predicados

com identidade.

g) Se uma coisa € parte de uma outra segunda e esta segunda coisa é
uma parte de uma terceira, entdo, a primeira € uma parte da terceira. A logica
de predicados é uma parte da légica de predicados com identidade. Portanto,
se a légica proposicional é uma parte da légica de predicados, entdo, a légica

proposicional € uma parte da légica de predicados com identidade.

h) Tudo é uma parte de si mesmo. Logo, se uma coisa ndo é uma parte de

outra, as duas nao sao idénticas.

i) A légica de predicados e a légica proposicional sdo sistemas formais.
A légica proposicional € uma parte da légica de predicados, mas a logica de
predicados ndo & uma parte da légica proposicional. Logo, existem pelo menos

dois sistemas formais distintos.
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